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0. Vorbemerkung
Bei dem Aufsatz von H.-D. Ebbinghaus handelt ek sim eine fiktive Diskussion
erdachter Gesprachsteilnehmer:

Diskutant Position Arbeitsgebiet
Herr M. Zahlentheorie

Frau K. | KonzeptualismusStromungsmechanik
Herr F. Formalismus Spieltheorie

Herr P. Platonismus Mengentheorie
Herr 1. Intuitionimus*) | Topologie

In dem Gesprach ist der Intuitionimus, welcher @egnnung von Gegenstand und
Methode widerspricht, nicht vertreten (deswegen tier Tabelle). Zwar besteht eine
.enge Wechselbeziehung® (S.9) zwischen Gegenstdndad Methoden der
Mathematik, dennoch bespricht der Autor in erstemid. die Gegenstande. Der
Platonismus sowie der Formalismus gehorten zu ereéd Strémungen.

In dem Text entscheidet sich Ebbinghaus nicht fide elieser Stromungen, sondern
schltpft vielmehr abwechselnd in die unterschiddic Rollen, um lhre Perspektiven
und Argumente zu verdeutlichen.

1. Einleitung
Der Autor beginnt die Debatte mit Beispielen, die flie verschiedenen Positionen
charakteristisch sind:

* FUr den Platonismus ist die Frage um die Existeeangetrischer Objekte von
Bedeutung. Dabei wird etwa einer idealen KreisliRealitat zugesprochen, da
geometrische Objekte unabhangig vom menschlicheeiDaind.

* Als interessanter Aspekt aus dem Bereich des F@mas$ wird die Unendlichkeit
genannt. Durch Addition zu einer groRen Zahl |a& smmer eine noch grol3ere
erzeugen. Der einfache Vorgang der Nachfolgerbgddish ,,eine untiberwindbare
Strategie® (S.10).

» Fur den Konzeptualismus nennt der Autor die imagiri@nheit, deren Name auf
Descartes Ausdruck ,eingebildete Zahl* zuriickg&imem Zitat von Gaul} zufolge
gestand dieser den komplexen Zahlen zunachst darntgleichen Status wie den
reellen Zahlen zu. Die Gegenstande der Mathemaiiid,Konzepte, die sich in oft
langen geistesgeschichtlichen Prozessen entwick&8ril). Sie entstehen durch
Kommunikation unter den Mathematikern, wobei die'wendung ihrerseits zur
Entstehung anderer (neuer) Konzepte fuhrt.
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Anhand der Integralrechnung veranschaulicht deroAudie Relevanz der drei

Beispiele. Es stehen Methoden zur Verfigung (imt Tegwahrte Techniken* (S.11)

zur Integralberechnung), dabei kann es zu Begiifisbhg kommen (im Text ,neuen

Begriff herauszukristallisieren®, S.11) und Objelténnen existieren (im Text ,so
gewinnt [das Integral] fir mich zuweilen Gestalt§.11). Ferner beschreibt
Ebbinghaus das Erstaunen, wenn Ergebnisse die Wgilkmgen zwischen

verschiedenen Richtungen zutage treten lassen.

Aus platonischer Sicht gliedert sich ein solches fiGe ,mathematischer

Sachverhalte* (S.12f) ein, in ein ,Universum plasmmer ldeen* (S.12). Folglich

existierten mathematische Objekte und Bereiche,anh die platonische Idee (nach
Heinrich Scholz). Aus der Perspektive des Formalsmentdecke der/die

Mathematikerln Objekte, z.B. die reellen Zahlend womit weitere platonische Idee,
und mache sie zum Gegenstand mathematischer Beingeim, erschaffe aber nichts
Neues. Diese Position steht jedoch im Gegensat3izutweise des Konzeptualismus.
Dedekind zitierend seien die reellen Zahlen ledigleine Definition, also keine

Schopfung.

2. Platonismus

Ein groRes Problem sind mathematische Begriffshiem, da sie widerspruchsvoll
sein konnen. Der Autor stellt, aus formalistisch&icht, die Frage, wie
Begriffsbildungen platonische Ideen repréasentierkdnnen, wenn sie einen
Widerspruch enthalten. Es wird der Cantorsche Mebggriff eingefiihrt, demzufolge
man ,wohlunterschiedene Objekte unserer Anschawagieg unseres Denkens” (S.12)
zu einer Menge zusammenfassen kann. Das Fregesohpr&hensionsaxiom besagt,
dal? man zu jeder Eigenschaft die Menge aller Objekt dieser Eigenschaft bilden
kann. Uber Georg Cantor (Mengenbegriff) und Got#fiobge (Komprehensionsaxiom)
gelangt Ebbinghaus sodann zu dem prominenten Béidpr Russelsche Antinomie,
also ein Widerspruch zwischen zwei als gultig argesen Satzen. Sie wurde 1901
als ,Menge aller Mengen, die sich nicht selbst alim“ von Bertrand Russell
formuliert.



1) 2)

Menge mit der Eigenschaft: viele Mengen:
® “enthalt sich selbst” o ©
® o Q)
S Menge mit der Eigenschaft: ©
“enthélt sich selbst nicht”
O
® ®

3) A: Menge aller Mengen,
die sich nicht selbst enthalten

- -

Lt @“\ Widerspruch!

4
) Frage: Ist A in A enthalten?

OB @@ o - wenn nein:
' ©) h A wére unvollstandig
\ et A wenn ja:
NG,

® " . A wirde eine Menge enthalten,
..t ® die sich sehrwohl selbst enthalt

[Abbildung zur Verdeutlichung der Russelschen Aorne
.Menge aller Mengen die sich nicht selbst enthél{ergener
Entwurf)]

Aquivalente Formen stellen das Barbier-Paradoxoer (Barbier von Sevilla rasiert
alle Manner, die sich nicht selbst rasieren. Werera ihn?) und das Paradoxon des
Epimenides (,Alle Kreter sind Lugner* behauptet iBpnides ein Kreter) dar.

Wie kann man nach diesem mathematischen Widerspmissen, dal3 nicht noch
andere Begriffsbildungen inkonsistent sind? Ausmfaistischer Sicht fragt sich
Ebbinghaus aufRRerdem welche Berechtigung dann nagh Rilatonismus habe.
Tatsachlich werde nach der ,Entdeckung’ der Russlein Antinomie kein
schrankenloser Platonismus mehr verfolgt.

Zur Gunsten des Platonismus beschreibt der Autoei zweitere erstaunliche
Sachverhalte.

» Die MandelbrotmengeM ist gegeben durch die komplexen Zahlerfur die
Zo+1=Z,2+C mit zo=0 fir n gegen unendlich beschrankt bleibt. Das Innere des
bekannten Apfelbrotmdnnchens stellt die Menge in ldenplexen Ebene dar.
Dieser einfache Zusammenhang bildet eine ,auch lemnKten immer wieder neu
entfaltende Formenfulle® (S.13, Abbildung auf S.14)

» Goldbachsche Zahlen sind Zahlen, die sich als Sumameier Primzahlen
schreiben lassen, also z.B. 4, 6, 8, 10, 12, 14 ®6e5+11. Die Goldbachsche
Vermutung besagt dafl3 alle geraden Zahlen gro3&r@tddbachsch sind. Folglich
sind alle geraden Zahlen gréf3er als 3 Goldbachdeh @s gibt mindestens eine,
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die es nicht ist. Die Tatsache, dalR eine der befdessagen/Mobglichkeiten wahr
ist, spreche flur die Existenz der nattrlichen Zalae sich.

.Man kann mit einem Tastendruck unseren Planetest@en und mit ihm alle

mathematischen Werke, die bisher verfal3t wurde8.13) stellt Ebbinghaus aus
formalistischer Perspektive entgegen. Axiomensysteomd Computereingaben
bezeichnet er lediglich als ,syntaktische Gebild8*15). Ungeahnte Entwicklungen
ergeben sich dann aus einem Programm und den RegglSchliel3ens. In letzteren
solle man allerdings eine Konvention sehen, auclnweie nur von wenigen

Mathematikern hinterfragt werden.

Ob sich diese ,hochst plausibel” (S.15) erscheierenBegeln rechtfertigen lassen,
hange mdglicherweise davon ab, als was man die nS&gedle der Mathematik
betrachtet. Somit wirde die Mathematik ihren obyeki und unumstof3lichen

Charakter verlieren. Der ,ureigene erkenntnistheseche Standpunkt® (S.15)

bestimmte die Haltung ihr gegenuber.

Andererseits stellt sich die Frage, wie dies mih dechnischen Anwendungen der
Mathematik vereinbar ist. Sind Flugzeugabstirze aliese ,fragwirdigen

Schlu3regeln®* (S.15) zurlckzufiihren? ,Wie stiindeuesdas Weltbild der Physik*

(S.15)?

Daraufhin formuliert Ebbinghaus die Frage nach reiechtfertigung der Mathematik,
unabhéngig von erkenntnistheoretischen Standpunk®ehlie3lich wird sie heute

weltweit von Mathematikern unterschiedlichster Kreise betrieben, die keinen
gemeinsamen erkenntnistheoretischen Ursprung h&leees bis auf die Russellsche
Antinomie keine weiteren groReren Probleme gegéladre, zeigt sich der Autor also
zuversichtlich.

Die Russellsche Antinomie fiihrte zu einer Revisaer Mengenvorstellung. Aus
einem platonischen Standpunkt steht der heutigeg®ldmegriff dem Zahlenbegriff in
seiner Naturlichkeit nicht mehr nach. Spricht man der Existenz der Dinge, die man
sieht, so kommt das einer Verpflichtung gleich,ayenu prufen, dal3 sich keine Fehler
oder Widerspriuche eingeschlichen haben. Die Rgsbell Antinomie stellt also eine
.verletzung der Sorgfaltspflicht* (S.16) dar. Ausnem formalistischen Standpunkt
eines bedeutungsorientierten Linguisten sei sie Rlissellsche Antinomie) jedoch
nicht als bloRRer ,Betriebsunfall* (S.16) zu seheaswder Autor aber nicht weiter
ausfuhrt. Dagegen konnen der selbstkritische Pltars als Vorbild fir
mathematische Konzeptionen dienen, ,sich durch iBmefachheit und logische
Geschlossenheit auszeichnen und allgemein Anerkenritnden“ (S.16, nach P.
Bernays).



3. Formalismus
Einen formalistischen Standpunkt einnehmend dritkiinghaus zwei Aufgaben aus,
die der Frage nach der Widerspruchsfreiheit deihbtaatik entstammen:

1. Es mul} klar sein, was unter einer Theorie zu Vieestést, z.B. Analysis.

2. Es muR’ klar sein, welche Mittel eingesetzt werden.
Das bedeutet insbesondere, dal3 man z.B. nicht daysis einsetzen kann, um die
Widerspruchsfreiheit der Analysis zu zeigen. Dertokuvergleicht dies mit dem
Versuch Minchhausens, sich ,am eigenen Schopfe@uslLimpf zu ziehen* (S.17).
Als Beispiel nennt er den Beweis, ,dal3 der grol&ngnsame Teiler zweier
naturlicher Zahlen deren kleinstes gemeinsames fadieés teilt* (S.17). In
formalistischer Hinsicht sollte man einen ,prazidefinierten Katalog [...] finiter
Hilfsmittel“ (S.17) verwenden. ,Finit’, weil Hilfsnttel der Mengenlehre, die auf
unendliche Gesamtheiten zurlckgreifen, nicht eiogem werden. Platonisch gesehen
sollen bestimmte Hilfsmittel zugelassen sein, und&&pruchsfreiheit zu zeigen, da
.Beweise aus dem Nichts” (S.17) nicht moglich sind.
Bei der ersten Aufgabe, die formalistische ,Pr&zisng dessen, was eine Theorie [...]
ausmacht” (S.17), bezieht sich Ebbinghaus auf Dékildert. Bei der ,axiomatisch-
deduktiven Methode” (S.17) wird eine Theorie mindeegeln des Schliel3ens aus
einem Axiomensystem deduziert. Aus der Sicht desmBglismus lassen sich
theoriespezifische Komponenten der Axiome sowievenselle Komponenten der
Regeln exakt erfassen:
» Axiome: es bestehen formal definierte Sprachen
* Regeln des SchlieRens: System weniger Regeln, imziprVorschriften zur

Bearbeitung von Zeichenreihen (vgl. Aussagenlogik)
Somit reduziere sich ,die Frage nach der Widerdmstreiheit einer Theorie* (S.18)
auf ein ,rein kombinatorisches Problem* (S.18).

Aus der Perspektive des Formalismus lieen sicherdefh ,praktisch alle

mathematischen Theorien* (S.18) in die Mengenlebirdetten, so dald sich das
Problem der Widerspruchsfreiheit darauf verringewjiderspruchsfreiheit der

Mengenlehre zu zeigen. Ebbinghaus fahrt fort, dafiz&ptuell betrachtet, sich die
Schulden nicht verringern, wenn man sie bei einetduldger konzentriert.

Andererseits ist der ,Wert der Ubersichtlichkei8.{8) nicht zu unterschatzen.

Dem Text folgend, kommt der Autor nun zuriick zu demomen. Oft liest man, dal3
Axiome wegen ihrer Selbstverstandlichkeit keinesw8ses bedirften. Hilbert
verstand unter einem Axiomensystem ein System \@oh&nreihen ohne inhaltliche
Bedeutung. Anstelle von ,Punkt, Gerade, Ebene mimaa auch Tisch, Stuhl,
Bierseidel sagen konnen* (S.18). Platonisch betesclal3t sich dies jedoch nicht



halten. Das Parallelenaxiom besagt (in etwa), daBugjeder Geraden eine Parallele
gibt, so dal’ sie sich nicht schneiden. Es wird abefiltig auf einer Kreisflache. Der
Autor bezweifelt also, dal3 man die Mathematik watklals formale Spielerei ohne
Bedeutung ansehen kann. Jedoch war auch Hilbert kermalist. Mithilfe der
formalen Kriterien sollte ,die notwendige ExaktHe(6.19) erreicht werden. Selbst
nach der Russellsche Antinomie hielt Hilbert an @antorschen Mengenlehre mit
Jinfinitaren Konstruktionen® (S.19) fest. Es folgin Hilbert-Zitat: ,Aus dem Paradies,
das Cantor uns geschaffen hat, soll uns niemandreim¥n koénnen* (S.19)!
Andererseits hat Hilbert auch platonisch gepradeeh verfolgt und habe behauptet:
;wenn willkirlich gesetzte Axiomensysteme sich alglerspruchsfrei erweisen, so
existieren die durch sie definierten Dinge“ (S.19).

Als nachstes kommt Ebbinghaus auf Kurt Godel, detein 1930er Jahren gezeigt hat,
dalR Widerspruchsfreiheitsbeweise in der Regel myehiihrt werden kdnnen, selbst
wenn man die Methoden aus derselben Theorie zwé®die fir die man den Beweis
erbringen will (siehe oben, Analysis und Minchhaysg-olglich sei es nicht
auszuschlie3en, dal3 die Mathematik widerspruchssbllGenauer gesagt geht die
Problematik aus der Kombination seines Vollstandigisatzes und seines
Unvollstandigkeitssatzes hervor.

Aus der Sicht des Platonismus sei der Formalisrtassgescheitert und umgekehrt sei
der Platonismus aus der Sicht des Formalismus alerdfetroffen. Allerdings, so
fuhrt der Autor aus, ,spricht einiges dafir, daB &ussellsche Antinomie der erste
und letzte ernste Unglicksfall war” (S.19). Trotadieat man nie eine echte Gewil3heit
Uber die Widerspruchsfreiheit der Mathematik.

4. Konzeptualismus

Der Konzeptualismus wurde bisher kaum diskutiedr Butor wirft die Frage in den
Raum, wo der Mensch und die menschliche Kreatibigiben, wenn man das Hilbert-
Programm durchfiihrt und mathematische Theorien dbriomatisiert, so dal3 sie
garantiert widerspruchsfrei waren, und gar von Masn deduziert werden kénnten.
Formalistisch gesehen spreche nichts gegen eirmmatische Beweisflihrung. Als
Beispiel wird der Vier-Farben-Satz genannt. Er ges#al? vier Farben ausreichen, um
eine beliebige Landkarte so einzufarben, dal} amgrefe Lander unterscheidbar
bleiben. Die 1853 von Francis Guthrie aufgestelfermutung wurde 1977 (Ken
Appel und Wolfgang Haken) mittels eines Beweisef umier 2000 problematische
Féalle reduziert, die dann automatisiert gepruftdem: Im Prinzip steht dabei jedoch
die Verifizierung des verwandten Computerprogramuonsh aus.



Trotzdem erfordert die Mathematik ,Phantasie unédvitat‘ (S.21), was nicht von
Maschinen erbracht werden kann.

Ebbinghaus gibt auch die Risiken zu bedenken, diee ewiderspruchsvolle
Mathematik mit sicht brachte, z.B. Lehre, Studieleen Man sollte also alles
versuchen, Widerspriche auszuschliel3en.

Auch von einem konzeptualistischen Standpunkt ass, Widerspruchsfreiheit
anzustreben. Dabei wird die ,Widerspruchsfreihegr ¢praktischen Mathematik®
(S.20) erwadhnt. Gemeint ist das gute Funktionieden Mathematik in Natur und
Technik.

Ferner sind die Gegenstdnde der Mathematik (Kreidaghlen, Mengen, ...)
Konzeptionen des menschlichen Geistes, die aus kEngen, ,mit anderen kultur-
und geisteswissenschaftlichen Entwicklungen® (S.2&8rbundenen, Geschichte
hervorgegangen sind. Hippasos habe gezeigt, daBethsltnis einer Seite und einer
Diagonalen beim regelmaRigen Fiunfeck nichtratioisal (vgl. Goldener Schnitt).
Daraufhin sei der Frevler auf gottliches Geheil3imnMeer ertrunken. Einer anderen
Version zufolge, sei dies eine Bestrafung durch @Geheimbund der Pythagoréer
(dem Hippasos angehorte) gewesen, weil er seineWias die Offentlichkeit trug und
sein Ergebnis sich nicht mit ihrer Uberzeugung tisclalR die Welt sich vollstandig
durch ganze Zahlen beschreiben liel3e.

Entscheidend ist, dal3 Hippasos die Notwendigkddarert hat, ,das Konzept Zahl
weiter auszuformen® (S.21) und somit ,der Vorstejwon der Stetigkeit der reellen
Zahlen® (S.21) den Weg zu bereitete. Jedoch kénae aus formalistischer Sicht
einwenden, dal3 die Eigenschaft des Kontinuierlichech keine endgultige
mathematische Form darstelle, wenn man die Nichsta@analysis (Abraham
Robinson, 1961) betrachtet.

Wie die Geschichte gezeigt habe, wurden vermemtikndgultige grundlegende
Konzeptionen immer wieder Uberholt. Auch die Mathék findet sich in
geschichtlichen Phasen wieder, woraus wiederum Reasen und neue Auffassungen
hervorgehen.

Ebbinghaus spricht von der ,breiteren Form der Giestlichkeit* (S.22), die mittels

einer Momentaufnahme in der Entwicklung der Mengkrd veranschaulicht wird.
Cantor habe zwischen Mengenbildung unterschieden,ddm Menschen mdglich
sind, und solche die nur Gott mdglich sind, — ekiiggrenzung, die auf Spinoza
zuriickgehe. Diese ,intuitiv, theologisch gepragté®:22) Uberlegungen fihrten ihn
dann zu einem Mengenbegriff ahnlich dem, wie manhbute verwendet. Daraufhin
formuliert der Autor die konzeptuelle Forderunge dviathematik nicht aufRerhalb
dessen zu stellen, ,was die Menschen bewegt” (Ss2hjiel3lich sei sie ,tief in unser



Geistesleben verflochten® (S.22). Die Geschichte denschheit schliel3e die
Entwicklung der Mathematik sogar mit ein (S.24).

AnschlieBend wird die Frage gedul3ert, wie denresgdstellt werden kann, ,daf3 die
Konzepte in den Kopfen der verschiedenen Mathematle gleichen sind“ (S.22),
dalR aus der Mathematik nicht eine Wissenschaftddeninierenden Kontroversen
wird. Wie konnen, bei einer menschlichen Sichtwetsr Mathematik, Dinge
individuentbergreifend, also auf3erhalb der Indigidbeschrieben werden?

Naturlich ist die Geschichte nicht ohne Kontrovarsdgelaufen (Hippasos, Russell).
Kontroversen stellten vielmehr ,das Ferment fur Batentwicklung der Konzepte*
(S.23) dar. Trotzdem kénnen aus konzeptueller Saritroversen die Mathematik
nicht beherrschen.

5. Schlu3diskussion

In der Analysis benutze man letztendlich in dereminoder anderen Form das
Hilbertsche Axiomensystem und die Regeln der kiabs&n Logik. Treten Zweifel an
einem Axiom auf, kann man verschiedene Variantafolgen und prifen, ,welche
Variante sich als die fruchtbarere erweist* (S.23uf diese Weise sei die
nichteuklidische Geometrie (Physik, Kosmologie)startden, die das Parallelenaxiom
nicht vorsieht.

Aus formalistischer Sicht a3t sich dies mit eidet ,Wenn-so-Mathematik* (S.23)
vergleichen, in Anlehnung an eine ,Wenn-so-Phildsep (S.32, nach Heinrich
Scholz), bei der Aussagen nur aufgrund genannteadssetzungen und Methoden
getroffen werden.

Ebbinghaus sieht formalistisch einen spieleriscdrarakter der Mathematik. Ein
Spiel wird nach bestimmten Regeln gespielt. Mashkainen ,Spal?’ mehr, kann man
es aufgeben, oder die Regeln andern, spielt dagmedtio anderes Spiel.

Allerdings kdnne man nicht willkirlich vorgehenhfie3lich bringe man Erfahrungen
uber Zeit, Raum, Nacheinander, Nebeneinander, SymanAnzahl usw. ein. Diesen
Erfahrungen konne sich kein intelligentes Weserzienen. Konzeptuell bilden sie
~eine starke normative Kraft* (S.23), woraus sid@r &rfolg in Naturwissenschaft und
Technik ergebe. Allerdings gilt dies nur fur die 6Benordnungen unserer
Erfahrungen, was nicht auf ,die nichteuklidischeugtur des physikalischen Raumes*
(S.23) zutrifft.

Somit kehrt die Diskussion zurtick zur Widerspruohibkeit der praktischen
Mathematik. In der Technik arbeitet man stets neigrienzter Genauigkeit, namlich
Computer mit einer begrenzten Zahl an DezimalsiellReelle Zahlen stellen,



zunachst unabhangig von der Technik, eine Art Grenzder Approximation durch
rationale Zahlen dar. Jedes Resultat Uber ratioZablen, das sich unter zu
Hilfenahme der reellen Zahlen gewinnen laRt, kaochaunter Verwendung der
sfationalen Zahlen und ihrer arithmetischen Strukt¢S.24, nach G. Takeuti)
bewiesen werden. Die Verwendung der reellen Zaldenft schlichtweg effizienter
und weniger muhselig.

Platonisch gesehen ist ,Bereitstellung und Verwagdudealisierter Strukturen®
(S.24) eine wichtige Eigenschaft der Mathematikbeiaich ,diese Idealisierungen in
ihrer Unausweichlichkeit nicht nur dem menschlicligist aufdrangen” (S.24), was
wiederum fur ihre Existenz spreche.

Aus der Perspektive des Formalismus kann man sagje, warum sich ein Techniker
mit ungenauen Rechungen zufrieden geben soll (S2i4) Einfihrung der reellen
Zahlen ist also naheliegend, z.B. der Kreiszaldessen Transzendenz von Ferdinand
Lindemann gezeigt wurde.

Ebbinghaus nennt einen Einwand im Kontext der nma#tischen Konzepte. Die
Cantorsche Vermutung, ,die Menge der reellen Zahieige ihrer Machtigkeit
unmittelobar der Menge der naturlichen Zahlen* ($.25Cantorsche
Kontinuumshypothese: CH) lal3t sich heute weder E®mmenoch widerlegen. Dies
wird dadurch begrindet, dafl das heutige Mengenkbnzmestimmt durch das
Axiomensystem, nicht weit genug ausgebildet sei,Ulnar die Gré3e der Menge der
reellen Zahlen entscheiden zu kdnnen.

Da sich Konzepte permanent entwickeln, sind siesiggaangsweise unvollstandig.
Lange Zeit wurde es als paradox empfunden, dakage der natlrlichen und die
der geraden naturlichen Zahlen* (S.25) gleich viEélemente enthalten (eigentlich
gleiche Machtigkeit), was zutrifft, da es unendéidiengen sind. Dal3 man nicht weil3,
ob die CH, wahr oder falsch ist, sieht Ebbinghaus aufforderung zur
Weiterentwicklung des Mengenkonzeptes.
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