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3.18 Verteilungsdichte der rekonstruierten Temperaturreihen aus Abb. 3.17 . . . . . . . . . 84

iv



Abbildungsverzeichnis

3.19 Langzeitkorrelationen der rekonstruierten Temperaturreihen aus Abb. 3.17 . . . . . . . 85

3.20 Vergleich der Moberg-Reihe und einer künstlichen langzeitkorrelierten Reihe . . . . . . 86

3.21 Normierte Standardabweichungen der Differenzen im gleitenden Mittel für zwei Fen-
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1 Einleitung

Die einfache Vorhersage, daß das Wetter morgen so werde wie heute, trifft verblüffend häufig
zu. Man spricht dabei von einer Erhaltungsneigung oder Persistenz, die sich darin äußert,
daß ein Klimaelement, wie zum Beispiel die Temperatur an einem Ort, mit der Zeit keine
beliebigen Sprünge macht, sondern eher bei einem ähnlichen Wert bleibt. Das Wetter kann
also nicht vollkommen zufällig sein, aber langfristig ist es trotzdem nicht vorhersagbar.
Die Erhaltungsneigung ist eine Folge von Abhängigkeiten zwischen den einzelnen Meßwerten.
Allerdings gelten die Zusammenhänge nicht streng, sondern nur statistisch: ein warmer Tag
wird eher von einem warmen gefolgt und umgekehrt ebenso ein kalter von einem kalten. Es
stellt sich die Frage, wie lang diese statistischen Abhängigkeiten wirken. Daß Persistenz noch
sehr viel länger als ein bis zwei Wochen wirkt, konnte erst vor einigen Jahren gezeigt werden.
Die statistischen Abhängigkeiten, die man Korrelationen nennt, können bestimmten Ge-
setzmäßigkeiten folgen. Von Kurzzeitkorrelationen spricht man, wenn die Persistenz mit einer
endlichen charakteristischen Zeit, z.B. exponentiell, abfällt. Bei Langzeitkorrelationen fällt
die Erhaltungsneigung potenzgesetzartig, langsamer als reziprok, mit der Zeit ab. Die Lang-
zeitkorrelationen der Temperaturreihen haben zur Konsequenz, daß Dekadenmittelwerte in
gleicher Weise korreliert sind wie Jahresmittelwerte. Ein Ziel dieser Arbeit ist es, bestimmte
Eigenschaften dieser Langzeitkorrelationen zu untersuchen und zu prüfen, wie sie sich aus-
wirken.

Bisher war nur von statistischen Abhängigkeiten die Rede. Im Gegensatz dazu gibt es auch
systematische Zusammenhänge, also deterministische Änderungen in einer Meßreihe, die man
dann als Trends bezeichnet. Im linearen Fall kann eine Meßgröße von Jahr zu Jahr um einen
bestimmten Wert anwachsen. Ist dieser systematische Trend schwach im Vergleich zu den
zufälligen Schwankungen, dann läßt er sich nur schlecht ermitteln. Diese Unterscheidung von
Trends und Langzeitkorrelationen stellt ein grundsätzliches Problem dar, besonders beim
Klima, bei dem langfristige Schwankungen auftreten. Eine wichtige Frage ist dabei die nach
der globalen Erwärmung der letzten hundert Jahre.

Neben dieser verhältnismäßig gut verstandenen Persistenz kann aber auch noch eine komple-
xere Form auftreten. Dabei weisen große und kleine Schwankungen unterschiedliche Korrela-
tionsstrukturen auf. Es ist bekannt, daß der Niederschlag als Klimaelement eine vielschichti-
ge, unübersichtliche Meßgröße darstellt. Die einfache Form der Beschreibung von Persistenz
genügt ihm nur teilweise. Mit einem generalisierten Verfahren ist es möglich, diese komplexen
Eigenschaften vollständiger zu erfassen.

Statistische Abhängigkeiten bestehen nicht nur innerhalb einer Meßreihe. Intuitiv kann man
begreifen, daß etwa die Temperatur an zwei benachbarten Standorten nicht sehr verschieden
sein kann. Ist es an einer Position besonders warm, so ist dies unweit davon wahrscheinlich
genauso. An verschiedenen Orten scheint sich die Temperatur synchron zu entwickeln. Es
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1 Einleitung

stellt sich einerseits die Frage, ob sich Synchronisation – also das sich angleichen von Rhyth-
men mittels einer Wechselwirkung – in diesem Verhalten finden läßt und wie es mit dem
Konzept der Korrelationen vereinbar ist. Außerdem interessiert natürlich die Frage, wie diese
Abhängigkeiten mit der Entfernung zwischen den Standorten zusammenhängen und welche
Unterschiede zwischen beispielsweise der Temperatur und dem Niederschlag bestehen.

Diese Arbeit gliedert sich in vier Hauptkapitel mit drei Themenschwerpunkten:
In Kapitel 2 werden Langzeitkorrelationen und die Grundbegriffe zu ihrer Beschreibung ein-
geführt. Dabei werden zuerst die wichtigsten Verfahren zur Charakterisierung vorgestellt und
am Beispiel einer Temperaturreihe demonstriert. Es wird außerdem die Einsetzbarkeit der
Verfahren zur Trendbereinigung diskutiert. Unterschiedliche abgeleitete Größen dienen der
Verdeutlichung der Eigenschaften von langzeitkorrelierten Reihen. Bei der Folgewertstatistik
werden diejenigen Werte betrachtet, deren Vorgänger eine bestimmte Bedingung erfüllen.
Ferner läßt sich anhand der Statistik von Mittelwerten und Mittelwertdifferenzen das Auftre-
ten typischer Anstiege in langzeitkorrelierten Reihen abschätzen. Anschließend wird mit der
Untersuchung linearer Regressionen der Effekt trendähnlichen Verhaltens besprochen.

Das Vorkommen von Langzeitkorrelationen in Temperaturreihen wird in Kapitel 3 anhand von
langen Simulationsläufen eines Klimamodells im Vergleich mit gemessenen Reihen untersucht
und zu den Ergebnissen früherer Arbeiten in Beziehung gesetzt. Mit globalen Klimamodellen
versuchen Klimatologen, das Klimasystem der Erde mit seiner Dynamik von Atmosphäre und
Ozeanen in bestimmten Szenarien zu modellieren.
Da Langzeitkorrelationen zu trendähnlichen Strukturen führen können, bedarf es spezieller
Verfahren zur Trendabschätzung. In dieser Arbeit werden zwei Ansätze in unterschiedlichen
Geltungsbereichen verfolgt. Im ersten dient der Vergleich von Trendbereinigender und nicht
Trendbereinigender Fluktuationsanalyse dazu, systematische Anstiege in lokal gemessenen
Temperaturreihen mit typischer Persistenz zu quantifizieren.
Der zweite Ansatz basiert auf den Differenzen aus Mittelwerten. Dabei untersuche ich, wie
wahrscheinlich der Anstieg in der instrumentell gemessenen, über die nördliche Hemisphäre
gemittelten Temperatur mit den natürlichen langzeitkorrelierten Fluktuationen von rekon-
struierten Temperaturreihen erklärt werden kann. Mit diesen Rekonstruktionen versuchen
Klimatologen, das Klima der Vergangenheit zu erfassen, als es noch nicht instrumentell ge-
messen wurde.

Die komplexen Korrelationseigenschaften von Niederschlagsreihen, die in Kapitel 4 mittels ei-
ner Multifraktalanalyse untersucht werden, stellen den zweiten Themenschwerpunkt dar. Das
Kapitel umfaßt analog zu den Temperaturreihen die Charakterisierung des zweiten Momentes
der Fluktuationen und darüberhinaus die Verallgemeinerung zu höheren Momenten, wobei
verschiedene multifraktale Formalismen berücksichtigt werden. Die gewonnenen Ergebnisse
können mit den entsprechenden für hydrologische Abflußreihen verglichen werden.

Gegenstand von Kapitel 5 ist der dritte Themenschwerpunkt, nämlich bivariate statistische
Abhängigkeiten. Konkret wird eine Methode zur Untersuchung von Phasensynchronisation auf
klimatologische Temperatur- und Niederschlagsreihen angewendet. Dabei geht es einerseits
um den synchronen Verlauf dieser Reihen, aber andererseits auch um die Unterschiede zur
konventionellen Kreuzkorrelationsfunktion.
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Das Konzept der langzeitkorrelierten Reihen wurde bereits in den 1950er Jahren von dem
Hydrologen H.E. Hurst (1880-1978) eingeführt [100], der sein Leben damit verbrachte, den
Nil und die Probleme eines neuen Staudamms bei Assuan zu studieren [65]. Dazu entwickelte
er die Rescaled Range Analysis (R/S-Analyse, siehe Kap. 2.2.2) und findet in verschiedenen
Bereichen der Natur – u.A. Temperatur und Niederschlag – Potenzgesetze [102], die er als

”
long-range statistical dependencies“ deutet, also statistische Langzeitabhängigkeiten [111].

In den folgenden Jahren waren es vor allem auch Mandelbrot und Wallis 1969 [139] und Love-
joy und Mandelbrot 1985 [131], die zumindest im geophysikalischen Bereich weitere Analysen
durchführten. Mandelbrot 1983 [137] (darin Kap. 27, unter Long Term Persistence & Nonpe-
riodic Cycles) erwähnt bereits die Problematik, daß trendartiges Verhalten von langzeitkorre-
liertem Rauschen verursacht sein kann. Während parallel die weit verbreitete Spektralanalyse
(Kap. 2.2.3) Anwendung findet [93, 31, 36], sind es erst neue Methoden mit trendbereinigen-
den Eigenschaften, die die Erforschung von Langzeitabhängigkeiten voranbringen. Einerseits
hat sich die wavelet -Analyse fest etabliert, die in den verschiedensten Bereichen und Varianten
eingesetzt wird [5, 120, 36, 1]. Andererseits hat sich in den letzten Jahren vor allem die Trend-
bereinigende Fluktuationsanalyse (DFA – Kap. 2.2.1) bewährt [165, 33, 110, 35, 36, 32]. Da die
Trendbereinigende Fluktuationsanalyse ursprünglich von Peng u. a. 1994 [165] zur Untersu-
chung von Erbgut-Daten (DNS) entwickelt wurde, war es viele Jahre vor allem dieser Bereich,
wo Erkenntnisse über langreichweitige Korrelationen in der Abfolge der Basen gewonnen wur-
de [165, 27, 13, 26], siehe auch Kap. 3 in [32], sowie [35]. Beim Menschen unterscheidet man
kodierende Bereiche (ca. 5%), die die eigentliche Erbinformation enthalten, und nicht kodie-
rende (ca. 95%). Die Korrelationsanalyse an DNS-Reihen von verschiedenen Lebewesen hat
ergeben, daß die Basenpaare hauptsächlich in den nicht kodierenden Bereichen weitreichen-
de Korrelationen aufweisen. Die kodierenden Bereiche zeichnen sich (bis auf Trends) meist
durch eine völlig regellose Anordnung der Basenpaare aus (heutzutage hat man allerdings
eine differenziertere Auffassung kodierender und nicht kodierender DNS).

Die Neuerungen in den Methoden, also die Entwicklung der Wavelets und vor allem der DFA,
erlauben es nun, Niederschlags- und Abflußzeitreihen abermals zu analysieren und die Er-
gebnisse früherer Arbeiten in neuem Licht zu betrachten [111, 121, 113]. Dabei spielt auch
die Multifraktalanalyse als Verallgemeinerung des Konzepts der Langzeitkorrelationen eine
entscheidende Rolle [114, 111], siehe Kap. 4.
Koscielny-Bunde u. a. 1998 [120] [119, 122] wiesen erstmals Langzeitkorrelationen bei klima-
tischen Temperaturmeßreihen nach, was von verschiedenen Arbeiten bestätigt wurde [201,
228, 34, 61, 28]. Die Ergebnisse deuten darauf hin, daß es sich bei den Langzeitkorrelationen
der Temperatur um eine universelle Erscheinung handelt. Einzig die auf Inseln gemessenen
Temperaturreihen zeigen stärkere Korrelationen [61], was auf die Langzeitprozesse der Ozeane
zurückzuführen ist und von Monetti u. a. 2003 [153] beschrieben wurde, die ihrerseits Reihen

3



2 Langzeitkorrelationen

der Meeresoberflächentemperatur untersucht haben und durchweg stärkere Langzeitkorrela-
tionen fanden. Vertiefende Untersuchungen der Langzeitkorrelationen von Temperaturreihen
werden Gegenstand von Kap. 3.1 dieser Arbeit sein.

Langzeitkorrelationen treten aber auch in anderen Disziplinen in Erscheinung. Zum Beispiel
wurden von Bunde u. a. 2000 [33], die erstmals die DFA höherer Ordnung verwendeten,
menschliche Herzzeitreihen mit der DFA analysiert und Unterschiede in dem Langzeitver-
haltens der verschiedenen Schlafstadien beschrieben, siehe auch [35, 36]. Eine Darstellung aus
dem Bereich der Physiologie geben Goldberger u. a. 2002 [79].
Einen Gesamtüberblick der verschiedenen Forschungsgebiete, in denen Langzeitkorrelationen
auftreten, wird in [36, 35, 94] dargelegt.

Wegen ihrer Regellosigkeit nennt man Zufallszahlen auch Rauschen. Langzeitkorrelationen
stellen aber eine Graduierung der Zufälligkeit dar, weil die Abfolge der Werte zwar zufällig
ist, aber nicht mehr regellos. Zwischen den aufeinanderfolgenden Werten bestehen statisti-
sche Abhängigkeiten, die bei der Langzeit-Persistenz in ihrer Stärke potenzgesetzartig mit
der Zeit abfallen. Wegen dieser Gesetzmäßigkeit haben die Langzeitkorrelationen besondere
Eigenschaften. Sie führt nämlich dazu, daß im Fall des Klimas die mittlere Temperatur von
Jahren in gleicher Weise untereinander korreliert ist wie die von Jahrzehnten. Die erwähnte
Universalität der Langzeitkorrelationen in Temperaturreihen läßt sich nicht nur zur Evaluie-
rung von Klimamodellen nutzen, sondern hat auch wichtige Konsequenzen für Extremereig-
nisse [60] und vor allem Trends, die sich nur schwer von Langzeitkorrelationen unterscheiden
lassen.

2.1 Definitionen und Grundbegriffe

Es ist seit langem bekannt, daß die Fluktuationen der Tagestemperaturen um ihre langjähri-
gen, von der Jahreszeit abhängenden Mittelwerte nicht ganz zufällig sind. Einem zu warmen
Tag folgt eher wieder ein zu warmer Tag als ein zu kalter und umgekehrt [35]. Diese Erhal-
tungsneigung (Persistenz) des Wetters wird durch die Existenz von Großwetterlagen bedingt,
in denen das Wetter einigermaßen stabil ist [34, 162].
Allgemein spricht man von Persistenz, wenn eine Zufallsgröße die Tendenz hat, ihren augen-
blicklichen Wert beizubehalten. Dies kann über längere Zeiträume zu ausgeprägten positiven
oder negativen Abweichungen vom jeweiligen Mittelwert führen. Hierbei besteht ein gewisses
Abgrenzungsproblem zu Trends, die im Gegensatz dazu systematische Abweichungen vom
Mittelwert darstellen (siehe Kap. 2.3 und Kap. 3) und durch äußere Prozesse erzwungen wer-
den. In diesem Sinne gelten der Jahresgang und die kontrovers diskutierte Klimaänderung
durch anthropogene Einflüsse als Trends.
Großwetterlagen verursachen eine Persistenz auf kürzeren Zeitskalen. Typische Großwetterla-
gen klingen nach etwa ein bis zwei Wochen ab, und die Frage ist, ob es auf größeren Zeitskalen,
nach einem Monat, nach einem Jahr oder nach einer Dekade überhaupt noch eine Persistenz
gibt, und wie sie zeitlich abfällt.

Man betrachtet die Zeitreihe eines Klimaelements xi, also z.B. Temperatur, Niederschlag oder
Luftdruck ([181] und Referenzen darin), das an einem bestimmten Ort in festen Zeitabständen
gemessen wurde. Der Index i läuft über den gesamten Beobachtungszeitraum (i = 1, . . . , N).
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Abbildung 2.1: Ausschnitt der täglichen Temperaturreihe von Uppsala in Schweden, nach Bergström
und Moberg 2002 [12], Moberg u. a. 2003 [151]. Gezeigt sind die Jahre 1726 bis Mitte
1728: a) die ursprüngliche Reihe Ti (schwarz) und der Jahresgang 〈Ti〉 (grün), b) die
saisonbereinigte Reihe τi mit überdurchschnittlich warmen (rot) und kalten (blau)
Zeiten, c) eine Reihe der gemischt Werte τi.

In Abb. 2.1a) ist ein Teil der Temperaturreihe von Uppsala in Schweden gezeigt. Es handelt
sich um Tagesmitteltemperatur, die seit 1722 aufgezeichnet wird und von Bergström und
Moberg 2002 [12], Moberg u. a. 2003 [151] bearbeitet wurde. Um saisonal bedingte Einflüsse
auszuschließen, bestimmt man zunächst den Jahresgang, indem man für jeden Kalendertag j
den über alle Jahre gemittelten Durchschnittswert 〈T 〉j berechnet, um ihn dann von Ti ab-
zuziehen. Man erhält also eine neue Zeitreihe

τi = Ti − 〈T 〉j=i mod 365 , (2.1)

deren Mittelwert verschwindet (〈τi〉 = 0), siehe Abb. 2.1b).
In Abbildung 2.2 ist der Jahresgang für die Temperaturreihe von Potsdam gezeigt (für Uppsala
sind es andere Singularitäten). Man kann erkennen, wie regelmäßig das mittlere Jahr verläuft,
wobei die Standardabweichung im Winter etwas größer ist als im Sommer. Ferner kommt es
zu einigen saisonal besonders warmen und kalten Epochen, die entsprechend beschriftet sind.

In dem gezeigten Beispiel von Uppsala ist zu erkennen, wie die Temperaturmeßwerte um den
Jahresgang fluktuieren. Hat sich der Verlauf der Reihe mal etwas weiter von seinem Mittel
entfernt, so kann er sich auch länger dort aufhalten, was die auffälligen Flecken in Abb. 2.1b)
verursacht. Mitunter läßt sich also die Erhaltungsneigung qualitativ erkennen. Offen bleibt,
welcher Gesetzmäßigkeit diese Persistenz folgt. Bei Mischung der Reihe, wie in Abb. 2.1c)
gezeigt ist, verschwinden die Flecken warmer und kalter Epochen und damit die Persistenz.

Um Persistenz zu quantifizieren, betrachtet man in der Regel die Autokorrelationsfunktion
C(s), die angibt, wie zwei Zufallszahlen, die s Werte auseinanderliegen, miteinander korreliert
sind, also wie ähnlich sie sich statistisch sind. Man erhält C(s), indem man das Produkt τiτi+s

über alle Paare mit festem zeitlichen Abstand s mittelt und durch das mittlere Schwankungs-
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Abbildung 2.2: Jahresgang der Temperaturreihe von Potsdam der Jahre 1893-1996 (mittlere Tages-
temperatur). Gezeigt ist der Mittelwert zu jedem Kalendertag (schwarz) und der
Mittelwert plus und minus die Standardabweichung (grau). Die Pfeile weisen auf
Singularitäten mit den deutschen Namen (nach [72]). Das mittlere Jahr ist ziemlich
gleichmäßig, wobei die Standardabweichung im Winter größer ist als im Sommer.

quadrat 〈τ 2〉 dividiert. Wenn

CV(s) = 〈τiτi+s〉 = 1
(N−s)

∑N−s
i=1 τiτi+s (Autokovarianzfunktion) (2.2)

C(s) = CV(s)/CV(0) (Autokorrelationsfunktion) (2.3)

nur für s = 0 verschieden von 0 ist, sind die τi gänzlich unkorreliert. Ist C(s > 0) > 0, so
handelt es sich um positive Korrelationen. In der Summe von Gl. (2.2) tritt dann stärker das
Produkt zweier τi mit gleichem Vorzeichen auf, als mit verschiedenem, denn ein großer Wert
wird eher von einem großen gefolgt und ein kleiner von einem kleinen. Den Fall C(s > 0) < 0
nennt man negative Korrelationen, also Antikorrelationen. Entsprechend haben in der Summe
von Gl. (2.2) die Produkte von τi mit umgekehrtem Vorzeichen mehr Gewicht.
Was den Verlauf von C(s) angeht, spricht man von Kurzzeitkorrelationen, wenn die charakteri-
stische Korrelationszeit s× =

∫∞
0 C(s)ds, mit der C(s) abfällt, verhältnismäßig gering ist. Das

einfachste Beispiel hierfür sind exponentiell abklingende Korrelationen, C(s) = exp(−s/s×).
Um Langzeitkorrelationen handelt es sich, wenn C(s) asymptotisch wie

C(s) ∼ s−γ , mit 0 < γ < 1 (2.4)

abfällt. In diesem Fall divergiert die charakteristische Korrelationszeit und wird damit größer
als alle anderen Zeitskalen im System. Für γ > 1 liegen Kurzzeitkorrelationen vor, da s×, wie
bei exponentiell abfallenden Korrelationen, endlich ist (siehe auch Kap. 2.3.2).

Bei der direkten Bestimmung von C(s) durch Mittelung der Produkte τiτi+s tritt folgendes
Problem auf ([35]): Wenn C(s) schon stark abgefallen ist, schwankt es um 0 herum und
die interessanten Gesetzmäßigkeiten für große Zeiten s sind nicht zu erkennen. Das ist in
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Abbildung 2.3: Direkte geschätzte Autokorrelationsfunktion C(s), gemäß Gl. (2.3), der Temperatur-
reihe von Uppsala [12, 151]. Gezeigt sind die berechneten Werte (schwarz), sowie die
in logarithmisch anwachsenden Klassen gemittelten Werte (grün, Basis 1,25) und eine
Gerade mit der Steigung −0,7 (blau), was α = 0,65 entspricht. Bei s = 195 wird C(s)
zum ersten mal negativ.

Abb. 2.3 zu sehen, in der C(s) doppelt-logarithmisch für die Temperaturreihe von Uppsala
aufgetragen ist. Oberhalb der rot gekennzeichneten Skala treten aufgrund der Schwankungen
sogar schon negative Werte von C(s) auf, und man kann das Korrelationsverhalten nicht mehr
zweifelsfrei bestimmen. Hinzu kommt, daß Trends, zum Beispiel ein systematisches Anwachsen
der Temperatur, bei der Betrachtung von C(s) Langzeitkorrelationen vortäuschen können.
Auf die Problematik von Trends wird im Kap. 3 näher eingegangen.
Um das Vorliegen von Langzeitkorrelationen zu untersuchen, empfiehlt es sich also nicht, C(s)
direkt zu bestimmen. Geschickter ist es, anstatt der τi die kumulierte Zeitreihe zu untersuchen,
die man als Position eines diffundierenden Teilchens auffassen kann. Dies ist die Grundidee
der Fluktuationsanalyse.

2.2 Methoden der Messung

2.2.1 Trendbereinigende Fluktuationsanalyse (DFA)

Da in dieser Arbeit vor allem die Trendbereinigende Fluktuationsanalyse, abgekürzt DFA
(Detrended Fluctuation Analysis), Anwendung findet, soll sie hier als erstes dargelegt werden,
wobei zum besseren Verständnis mit der konventionellen Fluktuationsanalyse (FA) begonnen
wird.
In Anlehnung an die Diffusion eines Teilchens nach k Schritten, untersucht man die kumulierte
Reihe Y (k) =

∑k
i=1 τi der τi mit 〈τi〉 = 0, wobei sich das Teilchen um die Strecke |τi| nach

links (falls τi < 0) oder rechts (falls τi > 0) bewegt. Wenn man die Größe

F 2
s (j) := (Y (j + s)− Y (j))2 (2.5)
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Abbildung 2.4: Beispiele von Fluktuationsfunktionen der konventionellen Fluktuationsanalyse (FA).
Gezeigt ist die Analyse einer kurzzeitkorrelierten Reihe (grün), mit exponentiell ab-
fallendem C(s) (vgl. Kap. 2.3.2), die mit einem einfachen autoregressiven Prozeß für
s× ≈ 4 erzeugt wurde. Ferner ist die Analyse einer langzeitkorrelierten Reihe (blau)
mit potenzgesetzartig (γ = 0,7; α = 0,65) abfallendem C(s), siehe Gl. (2.4), darge-
stellt, die mit der in [135] beschriebenen Methode generiert wurde. Als oberste Kurve
ist die Analyse von unkorrelierten Zufallszahlen gezeigt (rot), zu denen ein Trend der
Stärke 1i/N addiert wurde. Die untersuchten Reihen haben die Länge N = 220 und
sind normiert mit 〈τi〉 = 0 sowie σ0 = 1.

für j in Schritten von s bestimmt und darüber mittelt, dann erhält man das mittlere Fluktua-
tionsquadrat F 2(s), das dem mittleren Verschiebungsquadrat des diffundierenden Teilchens
nach s Schritten entspricht. Aus dem Verhalten von F 2(s) kann man nun Aufschluß über
C(s) gewinnen:

• Für den unkorrelierten Fall oder bei Kurzzeitkorrelationen, wenn die τi oberhalb der
Korrelationszeit s× praktisch unkorreliert sind, gilt

F 2(s) ∼ s (für s > s×), (2.6)

siehe Abb. 2.4. Das ist das Ficksche Diffusionsgesetz; unterhalb von s× wächst F 2(s)
stärker als linear an.

• Falls die τi langzeitkorreliert sind wie in Gl. (2.4), dann gilt

F 2(s) ∼ s2α (2.7)

mit

α =

{
1− γ

2 für 0 < γ < 1
1/2 für γ ≥ 1

, (2.8)

siehe Abb. 2.4 und [65, 165, 110, 111]. Der Zusammenhang mit 0 < γ < 1 wird für Daten
ohne Trends in [110] und [175] hergeleitet, explizit in [58], und Taqqu u. a. 1995 [202]
führen die exakte Herleitung für die DFA1 (siehe unten).
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Abbildung 2.5: Illustration der Trendbereinigungsprozedur in der DFA. Für zwei Segmentlängen
(Zeitskalen) s = 100 (a) und 200 (b) sind das Profil Y (i) (gestrichelt; definiert in
Gl. (2.9)), quadratische Fits kleinster Quadrate an das Profil (durchgezogen) und
das trendbereinigte Profil Ys(i) (gepunktet) gezeigt (entnommen aus [110]).

Das Problem ist allerdings, daß bei dieser einfachen Fluktuationsanalyse (FA) Trends auch
bei F 2(s) wirken und damit ein falsches Korrelationsverhalten vortäuschen können. Das ist
in Abb. 2.4 für unkorrelierte Zufallszahlen τi gezeigt, zu denen ein schwacher Trend addiert
wurde: xi = τi +1i/N , siehe Gl. (2.17-2.19). Durch den Trend tritt ein Crossover (Übergang)
zu einer höheren Steigung auf großen Zeitskalen auf. Die Steigung beträgt nicht mehr α = 0,5
für unkorrelierte Zahlen, sondern liegt zunächst zwischen 0,5 und 1,0 und später, oberhalb
des Crossovers bei großen s-Werten, gilt α = 1. Das eigentlich unkorrelierte Verhalten wird
also durch einen Trend verschleiert.
Um Langzeitkorrelationen von Trends zu separieren, hat man das Verfahren verbessert. Die
Trendbereinigende Fluktuationsanalyse (im Folgenden nur noch

”
DFA“ genannt) wurde in

ihrer einfachsten Form von Peng u. a. 1994 [165] entwickelt, um langreichweitige Korrelationen
zwischen den DNS-Bausteinen zu untersuchen.

Ausgehend von einer Reihe xi mit i = 1, . . . , N äquidistanten Meßwerten, besteht die DFA
aus folgenden Schritten:

1. Es bietet sich an, zuerst den Mittelwert abzuziehen

τi = xi − 〈xi〉 .

Dieser Schritt ist nur für DFA0 (und FA) obligatorisch, da der Mittelwert bei der Trend-
bereinigung (ab erster Ordnung, siehe Schritt 4) sowieso wegfällt. Gegebenenfalls kann
jedoch Gl. (2.1) wegen einer saisonalen Abhängigkeit des Mittelwertes erforderlich sein.

2. Das Profil konstruiert man, indem jeweils über die zurückliegenden Werte aufsummiert
wird:

Y (k) =
k∑

i=1

τi . (2.9)
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Das Kumulieren stellt eine Integration dar. Dieser Schritt glättet die Reihe. Außerdem
ist diese Maßnahme erforderlich, da nur so eine gegebenenfalls selbstaffine Struktur
entsteht, die man mit einem Exponenten beschreiben kann [32, 58]. Ohne diese Inte-
gration könnte man nur Daten analysieren, die stärker als α = 1 korreliert sind, da
Fluktuationsanalysen keine negativen α ergeben können.

3. Unterteilung von Y (k) inNs = int(N/s) nicht-überlappende Segmente der Skalenlänge s
(siehe Abb. 2.5). Um den meist übrig bleibenden Rest nicht zu vernachlässigen, erfolgt
die Aufteilung jeweils von dem einen und dem anderen Ende her, so daß man insgesamt
2Ns Segmente erhält.

4. Bestimmung des lokalen Trends in jedem Segment ν mit einer Anpassungsfunktion (fit)
der kleinsten Quadrate an die Daten. Ferner definiert man die trendbereinigte Zeitreihe,
genannt Ys(i), als Differenz zwischen der Originalreihe und dem Fit:

Ys(i) := Y (i)− pν(i)

für die Segmentlänge s, wobei pν(i) der polynomiale Fit im ν-ten Segment ist. Abbil-
dung 2.5 veranschaulicht diese Prozedur für s = 100 und 200. In dem Beispiel werden
quadratische Polynome verwendet (DFA2). Bunde u. a. 2000 [33] unterscheiden verschie-
dene Ordnungen der DFA. In DFA1 werden lineare Trends in der kumulierten Reihe
Y (k) eliminiert (welche stückweise konstanten Trends in der Originalreihe τi entspre-
chen), in DFA2 quadratische Trends (entsprechend lineare Trends in den τi), usw. In
der DFA n-ter Ordnung werden also Trends der Ordnung n im Profil eliminiert und
der Ordnung n− 1 in der Originalreihe. Folglich läßt sich mit dem Vergleich der DFA-
Ergebnisse verschiedener Ordnung die Stärke eines Trends abschätzen (siehe unten und
Kap. 3.2).
Die DFA0 ist vergleichbar mit der eingangs beschriebenen konventionellen Fluktuati-
onsanalyse (FA), nur daß letztere stärker streuende Ergebnisse liefert, weil jeweils nur
zwei Werte für jedes Segment berücksichtigt werden, vgl. Gl. (2.14) bzw. (2.5) mit (2.10).

5. Man berechnet für jedes der 2Ns Segmente die Varianz

F 2
s (ν) = 〈Y 2

s (i)〉 =
1

s

s∑

i=1

Y 2
s ((v − 1)s+ i) (2.10)

der trendbereinigten Zeitreihe Ys(i), indem über alle Datenpunkte i im ν-ten Segment
gemittelt wird.

6. Abschließend mittelt man die Varianzen aller Segmente und zieht die Wurzel, um die
DFA-Fluktuationsfunktion zu erhalten:

F (s) =

(
1

2Ns

2Ns∑

ν=1

F 2
s (ν)

) 1

2

. (2.11)

Für verschiedene Ordnungen n erhält man verschiedene Fluktuationsfunktionen, die mit
F (n)(s) bezeichnet werden. Definitionsgemäß ist F (n)(s) nur gegeben für s ≥ n + 2. Man
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Abbildung 2.6: Trendbereinigende Fluktuationsanalyse (DFA) von langzeitkorrelierten Daten mit a)
α = 0,9 (γ = 0,2), b) α = 0,65 (γ = 0,7), von unkorrelierten Daten mit c) α = 0,5 und
von langzeit-antikorrelierten Daten mit α = 0,25. Die DFA-Fluktuationsfunktionen
F (n)(s) sind gegen die Zeitskala s aufgetragen. Die Symbole entsprechen den ver-
schiedenen Ordnungen n der Trendbereinigung, DFA0 (×), DFA1 (◦), DFA2 (�) und
DFA3 (4). Die künstlichen langzeit(anti)korrelierten Daten wurden mittels der Fou-
rier Filter Methode erzeugt [135]. Die durchgezogenen Linien haben die angegebenen
Steigungen.

interessiert sich für die s-Abhängigkeit dieser Fluktuationsfunktionen und es ist ersichtlich,
daß F (n)(s) mit wachsendem s ansteigen wird. Da die Statistik mit wachsendem s immer
schlechter wird, untersucht man die Fluktuationsfunktionen nur bis zu einem Viertel der Rei-
henlänge, also s < N/4, bei der FA sollte man sogar nur bis zu s < N/10 gehen. Im Fall von
Langzeitkorrelationen, Gl. (2.4), wachsen die Fluktuationsfunktionen auch hier potenzgesetz-
artig an

F (n)(s) ∼ sα , (2.12)

für große s-Werte, wobei der Fluktuationsexponent α über Gl. (2.8) mit dem Korrelationsex-
ponenten γ in Zusammenhang steht. Für große Zeitskalen s kann der Fluktuationsexponent
α also einer doppelt-logarithmischen Auftragung von F (n)(s) mittels einer Ausgleichsgeraden
entnommen werden.
Es gilt:

α < 0,5 langzeit-antikorreliert
α ' 0,5 unkorreliert

0,5 < α < 1,0 langzeitkorreliert
1,0 < α langzeitkorreliert, instationär (siehe S.16) .

(2.13)

Es sei angemerkt, daß der langzeit-antikorrelierte Fall in der Praxis eher ungewöhnlich ist (bis
auf Ausnahmen, z.B. [8]). Hauptsächlich der dritte Bereich, nämlich die Langzeitkorrelationen,
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Abbildung 2.7: Trendbereinigende Fluktuationsanalyse der Temperaturreihe von Uppsala, die aus
den gemessenen Tagesmittelwerten von 1722-2004 besteht [12, 151]. Die Teilbilder
zeigen die Fluktuationsfunktionen F (n)(s) für FA und DFA1 bis DFA3 (von oben)
für a) die originalen, saisonbereinigten Daten τi, und b) für Daten, die nach der
Subtraktion des Jahresganges zufällig gemischt wurden, um die (lang wirkenden)
Korrelationen zu zerstören (in Anlehnung an [120, 119, 34]). Die Geraden haben die
Steigungen 0,65 und 0,50 in a), sowie 0,50 in b).

sind hier von Interesse. Abbildung 2.6 zeigt zwei Beispiele für die Anwendung der DFA bei
langzeitkorrelierten Daten (Abb. 2.6a),b)). Ferner wird ein Beispiel für unkorrelierte Daten
(Abb. 2.6c) gezeigt, das α = 1/2 bestätigt, und ein Beispiel langzeit-antikorrelierter Daten
(Abb. 2.6d). Die analysierten Reihen wurden mit der Fourier Filtering Method (Fourier Filter
Methode – FFM) erzeugt, siehe Kap. 2.2.3.

Mit der DFA kann man nun exemplarisch die zuvor erwähnte und in Abb. 2.1 in Ausschnitten
gezeigte Temperaturreihe von Uppsala untersuchen. Die Ergebnisse von FA und DFA1-DFA3
werden in Abb. 2.7a) gezeigt. Die Flächen in der Abweichung vom Jahresgang in Abb. 2.1b)
weisen auf Persistenz auf kurzen Zeitskalen hin. Den Einfluß eines Trends sieht man nur in
Abb. 2.7a) noch geringfügig in der obersten Kurve (FA), die sich oberhalb von ca. 2 000 Tagen
in dem doppelt-logarithmischen Plot als leicht nach oben gekrümmte Kurve darstellt. Abgese-
hen von sehr großen Zeitskalen s > 2 000 d (auf denen der Trend zur erhöhten Steigung führt)
und abgesehen von Zeitskalen innerhalb einer Großwetterlage hat die FA-Kurve näherungs-
weise die Steigung α = 0,63. Die gleiche Steigung findet man für die DFA1- bis DFA3-Kurven.
Da die Steigungen systematisch konstant bleiben, kann man aus Abb. 2.7a) und unter Ver-
wendung von Gl. (2.8) schließen, daß die trendbereinigte Temperatur-Korrelationsfunktion
auf langen Zeitskalen etwa wie

C(s) ∼ s−γ mit γ ≈ 0,7

abnimmt. Zum Vergleich wurden, dem Beispiel von [120, 119, 34] folgend, die Daten zufällig
durcheinander gemischt. Das Ergebnis ist in Abb. 2.7b) zu sehen: Die Steigung der Fluk-
tuationsfunktion ist 0,5, wie man sie erwarten kann, denn die Korrelationen im zeitlichen
Verlauf der τi wurden durch das Mischen zerstört. Die Persistenz ist also auf die Anordnung
der Reihenglieder zurückzuführen. Gegebenenfalls kann sie nämlich auch durch eine breite
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Verteilung verursacht sein (
”
Josef“- und

”
Noah“-Effekt für Korrelationen bzw. Verteilung,

siehe z.B. [109] und Referenzen darin).

Zwei Dinge sind zu beachten:

1. Die Krümmungen bei ganz kleinen Zeitskalen, Abb. 2.6 und 2.7b), sind ein Artefakt der
DFA-Methode (siehe unten).

2. Die Abweichungen von der Steigung 0,5 bei großen Zeitskalen sind auf unzureichende
Statistik zurückzuführen. Sie setzen erst bei etwa 30 Jahren ein und zeigen damit die
Grenzen des Zeitfensters auf, in dem man verläßliche Aussagen über die Korrelationen
mit dieser Methode machen kann.

In verschiedenen Arbeiten wurden Temperaturreihen, deren Klimastationen in ganz unter-
schiedlichen Klimazonen angesiedelt sind, auf diese Art und Weise untersucht [120, 122, 119,
201, 228, 34, 61, 29, 28]. Wie bei Uppsala stellen die DFA-Fluktuationsfunktionen in dem
doppelt-logarithmischen Plot für große Zeitskalen annähernd eine Gerade dar, deren Steigun-
gen mit α ≈ 0,65 konsistent sind. Da für nahezu alle bisher untersuchten langen Tempera-
turreihen ähnliche Ergebnisse erhalten wurden, kann man davon ausgehen, daß es sich bei
den Langzeitkorrelationen um ein globales Phänomen handelt, das weitgehend unabhängig
von den lokalen Gegebenheiten der Meßstationen zu sein scheint. Man spricht daher von
Universalität. Sie wird besonders in Kap. 3.1 von Bedeutung sein und diskutiert.

Besonderheiten der DFA

Die Trendbereinigende Fluktuationsanalyse zeigt einige Besonderheiten, die hier kurz auf-
geführt werden:

• Äquivalenz von FA und DFA0:
Bis auf ein paar Details sind die eingangs vorgestellte konventionelle Fluktuationsanalyse
(FA), der

F 2
s (ν) = (Y (ν · s)− Y ((ν − 1) · s))2 (2.14)

statt (2.10) zugrunde liegt, vgl. Gl. (2.5) (mit j = (ν − 1) · s), und die DFA nullter
Ordnung äquivalent. Bei der DFA wird das Profil Y (k) in nicht überlappende Segmente
eingeteilt, in die polynomiale Fits gelegt werden. Die FA sieht vor, die Differenzen aus
den Randpunkten der Fenster zu berechnen, so daß der erste Punkt eines Fensters
identisch ist mit dem letzten Punkt des vorhergehenden (was bei der DFA nicht der Fall
ist). Wegen dieses kleinen Unterschiedes braucht die FA einen Wert mehr, wenn für beide
Methoden die gleiche Segmentierung verwendet werden soll. Es bietet sich an, Y (0) := 0
zu verwenden, was bei großen Reihenlängen N kein Problem darstellt. Sie unterscheiden
sich also darin, daß die FA auch für s = 1 definiert ist, wo sie die Standardabweichung
darstellt (F FA(1) = σ0). Unterdessen ist die DFA0 wie oben beschrieben für s ≥ 2
definiert und ist im Bereich minimaler s ungenau, siehe unten. Außerdem werden bei
der konventionellen FA wegen Gl. (2.5) die gegebenen Daten nicht gut ausgenutzt, so daß
die Fluktuationsfunktion bei großen s-Werten stärker streut als bei der DFA0. Folglich
sollte man die Fluktuationsfunktion der FA nur im eingeschränkten Bereich 1 ≤ s <
N/10 bestimmen. Da beide nicht trendbereinigend sind, ist eine Mittelwertbereinigung
unerläßlich.
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• Artefakt zu großer Steigungen auf ganz kleinen Skalen:
In Abb. 2.6 und 2.7b) werden Fluktuationsfunktionen gezeigt, die zu Beginn – bei
kleinen s-Werten – nach unten gekrümmt sind. Diese systematische Verzerrung ist eine
Eigenart der DFA-Methode und ist darauf zurückzuführen, daß Regressionen durch zu
wenige Punkte, z.B. Gerade (zwei Parameter) durch drei Punkte, systematisch zu kleine
Residuen ergeben. Kantelhardt u. a. 2001 [110] schlagen eine Korrekturfunktion vor,
der die Fluktuationsfunktionen gemischter Konfigurationen zugrunde liegen (siehe auch
[181]). Da es in dieser Arbeit jedoch ausschließlich um Korrelationen auf großen Skalen
geht, wurde die Korrekturfunktion der Einfachheit halber nicht angewendet mit dem
Hinweis, daß das DFA-Ergebnis auf ganz kleinen Skalen von dem Artefakt verfälscht ist.
Beispiele von korrigierten DFA-Fluktuationsfunktionen sind in Abb. 2.8a)-c) und 2.10
zu sehen.

• Minimale und maximale Steigungen der Fluktuationsfunktionen:
Die Steigungen der DFA-Fluktuationsfunktionen verschiedener Ordnung sind auf Be-
reiche minimaler und maximaler Steigungen eingeschränkt. Die kleinste Steigung ist in
allen Fällen 0, also F (n)(s) ∼ s0 = const. Für eine abfallende Fluktuationsfunktion
müßten die Differenzen (am Beispiel der FA) des Profils (2.9) mit anwachsendem s klei-
ner werden, was schlecht möglich ist.
Die größte detektierbare Steigung ist α̃ = n+1, was auch für die konventionelle FA und
die DFA0 gilt,

0 < α
(n)
DFA < n+ 1 .

• Übergänge (crossover) in den Fluktuationsfunktionen:
In den vorhergehenden Absätzen wurden verschiedentlich Crossover erwähnt, siehe z.B.
Abb. 2.4 und 2.8. Es handelt sich um Wechsel der Steigungen einer Fluktuationsfunk-
tion, also z.B.:

F (n)(s) ∼
{
sα1 für s < s×
sα2 für s > s×

. (2.15)

Diese Crossover können grundsätzlich zwei Ursachen haben. Zunächst können sie von
Trends hervorgerufen werden (oberste Kurve in Abb. 2.4, siehe unter

”
DFA und Trends“

und Kap. 3.2), aber auch von tatsächlich unterschiedlichen Korrelationsstrukturen auf
großen und kleinen Zeitskalen (unterste Kurve in Abb. 2.4 und Abb. 2.8). So kann es sein,
daß eine Reihe auf kleinen Skalen unkorreliert ist, d.h. daß benachbarte Werte weitge-
hend unabhängig voneinander sind, und auf großen Skalen Korrelationen durchkommen
(α1 < α2; α1 = 0,5). Andersherum ist es auch möglich, daß benachbarte Werte mitein-
ander verwandt sind, über große Zeiten aber unabhängig voneinander werden (α1 > α2;
α2 = 0,5; vgl. Kurzzeitkorrelationen). Die Position solcher

”
echter“ Crossover wurde

in [110] systematisch untersucht. Es zeigt sich, daß die beobachtete Crossover-Position

von der DFA-Ordnung n abhängt, also s
(n)
× , und zwar erscheint der Crossover bei um

so größeren Zeiten je höher die Ordnung n ist. Für den von Kantelhardt u. a. 2001 [110]
untersuchten Fall (α1 = 0,8; α1 = 0,5) gilt näherungsweise

s
(n)
× ≈ (1,17 · n+ 0,51) · s× (2.16)

für 1 ≤ n ≤ 5 (Abb. 5 in [110]). Also erscheint z.B. ein Crossover bei s× = 200 in der

DFA2 im Mittel erst an der Stelle s
(2)
× ≈ 570.
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Abbildung 2.8: DFA-Ergebnisse für künstliche Reihen mit einem Crossover von langzeitkorreliertem
Verhalten ((a): α1 = 0,9; (b): α1 = 0,65) für s < s× = 200 zu unkorreliertem
Verhalten (α2 = 0,5) für s > s×, Gl. (2.15). Die skalierten Fluktuationsfunktio-

nen, modifiziert nach [110], F
(n)
mod(s)/s

1

2 sind aufgetragen gegen die Zeitskala s für
DFA1 bis DFA5. In (c) sind die Ergebnisse für den zu (a) umgekehrten Crossover
gezeigt, nämlich von unkorreliertem Verhalten (für s < s×) zu langzeitkorreliertem
Verhalten (α = 0,9 für s > s×). Zum Vergleich sind im Teilbild (d) die nicht modi-
fizierten Fluktuationsfunktionen der künstlichen Reihen aus (b) wiedergegeben. Die
langzeitkorrelierten Reihen mit einem Crossover wurden mit einer erweiterten Fou-
rier Filter Methode erzeugt, wie sie in [110] beschrieben wird. Für die Funktionen
wurden die Ergebnisse von jeweils 100 Reihen der Länge N = 200 000 gemittelt. Die
gepunkteten Ausgleichsgeraden im Teilbild (a) veranschaulichen die Prozedur zum

Auffinden der beobachteten Crossoverposition s
(3)
×

, während die vertikalen Linien die
echte Crossoverposition s× = 200 aufzeigen. Skaliert sind die Fluktuationsfunktionen
mittels Division durch s

1

2 , so daß ein konstanter Verlauf einem Exponenten α = 0,5
entspricht (entnommen aus [110]).
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DFA und Trends

Die Trendbereinigende Fluktuationsanalyse ist dadurch ausgezeichnet, daß mit ihr auch beim
Vorhandensein von Trends Langzeitkorrelationen bestimmt werden können. Bei der Unter-
suchung des Einflusses von Trends auf das Ergebnis der DFA haben vor allem Kantelhardt
u. a. 2001 [110] und Hu u. a. 2001 [98] unerläßliche Vorarbeit geleistet. Dabei wird auch dis-
kutiert, wie man aus dem DFA-Ergebnis etwas über einen möglichen Trend erfahren kann
[110, 216].
Man denkt sich ein komplexes System, dessen Komponenten (nicht-linear) gekoppelt sind,
so daß die großskalige Dynamik aufgrund der Einzelbausteine kaum ergründet werden kann.
Das gesamte System läßt sich nicht erfassen, weshalb die Untersuchung von Zeitreihen eine
beschränkte Form der Charakterisierung darstellt. Bei einer solchen Modellvorstellung wer-
den Trends von äußeren Einflüssen verursacht und spiegeln nicht die Dynamik des Systems
wieder, das die intrinsischen Fluktuationen erzeugt. In der Statistik nennt man eine Zeitrei-
he streng stationär, wenn die gemeinsame Verteilung von xt1 , . . . , xtn die gleiche ist wie die
gemeinsame Verteilung von xt1+s, . . . , xtn+s für alle t1, . . . , tn, s [40]. Die Verschiebung eines
Zeitfensters um s hat also keinen Einfluß auf die gemeinsame Verteilung, d.h. Mittelwert,
Standardabweichung und höhere Momente sind konstant in der Zeit. Bei einer schwach stati-
onären Zeitreihe sind nur Mittelwert und Varianz konstant und endlich; über höhere Momente
als zweiter Ordnung werden keine Annahmen gemacht [40].
Implizit werden hier zwei Arten von Instationarität unterschieden. Zum Einen sind es syste-
matische, deterministische oder regelhafte Änderungen, wozu auch Trends gezählt werden.
Zum Anderen tritt Instationarität auch auf, wenn α > 1 ist, denn dann sind die Elemente
der Reihe so stark gekoppelt, daß sich der Mittelwert auch zufällig mit der Zeit ändert. Falls
nicht anders angegeben, sind Trends gemeint, wenn von Instationarität die Rede ist.

Trends als systematische – im Gegensatz zu zufälligen – Änderung des Mittels stellen al-
so eine Instationarität dar. Dazu gehören auch periodische Schwankungen (Oszillationen).
Für die Überlagerung von Zufallskomponente, Trend und Oszillationen in einer zu untersu-
chenden Reihe xi gibt es verschiedene Modelle. Zum Beispiel kann man von einer additiven
Zusammensetzung ausgehen (klassisches Zerlegungsmodell) [23]:

xi = τi + ρi + ϑi i = 1, . . . , N (2.17)

mit
xi gemessene Reihe
τi Zufallskomponente (Rauschen) 〈τi〉 = 0

ρi Oszillationen ρi+d = ρi
∑d

j=1 ρj = 0

ϑi Trend .

(2.18)

Das Problem besteht darin, daß man in der Regel nicht weiß, welche der Größen auf der rech-
ten Seite überhaupt vorliegen und wenn ja, wie sie lauten (bis auf das Rauschen, das eigentlich
immer besteht). Glücklicherweise ist bei klimatischen Temperaturreihen der Jahresgang sehr
regelmäßig und gut ausgeprägt, so daß ρi mittels Gl. (2.1) abgezogen werden kann. Ein poly-
nomialer Trend ϑi wird, ohne ihn näher zu kennen, von der DFA systematisch auf allen Skalen
eliminiert und die verbleibende Zufallskomponente τi charakterisiert. Die Identifikation von
Trends in der Gegenwart langzeitkorrelierter Fluktuationen stellt eine große Herausforderung
dar.
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Abbildung 2.9: Untersuchungen der Trendeliminierung der konventionellen Fluktuationsanalyse (FA,
Symbol –) und der DFA1 bis DFA5 für Trends ϑi = A·

(
i
N

)p
mit ganzzahliger Ordnung

p. Aufgetragen sind die DFA-Fluktuationsfunktionen F (n)(s) (DFA-Ordnung n =
1, . . . , 5; von oben nach unten) gegen die Zeitskala s für künstliche langzeitkorrelierte
Daten (α = 0,65; γ = 0,7) mit addiertem linearen (a), quadratischen (b), kubischen
(c) Trend und einem vierter Ordnung (d) mit (A = 104, p = 1, 2, 3, 4). Die Trends
werden komplett eliminiert, wenn die Ordnung der DFA größer ist als die Ordnung des
Trends (n > p). Dieses Merkmal erlaubt es, mittels DFA die Ordnung p des Trends zu
bestimmen. Im Fall von n ≤ p führen die Trends zu einem offensichtlichen Crossover
bei großen s-Werten. Jedem Teilbild wurde nur eine Reihe der Länge N = 100 000
zugrunde gelegt (entnommen aus [110]).

In [110] wurden künstliche Reihen mit der Fourier Filter Methode (FFM) erzeugt und mo-
notone polynomiale Trends der Ordnung p über die gesamte Reihe dazu addiert (siehe auch
[181]):

x′i = τi +A ·
(
i

N

)p

〈τi〉 = 0 〈τ2
i 〉 = 1 . (2.19)

Abbildung 2.9 zeigt den Effekt von Trends unterschiedlicher (ganzzahliger) Ordnung p auf
die FA- und DFA-Fluktuationsfunktionen F (n)(s). Bei der FA verbergen die starken Trends
komplett die Langzeitkorrelationen der Reihen, denn es zeigt sich die Steigung 1 (Maximum
der FA), die charakteristisch ist für starke Trends (oder nicht stationäre Zeitreihen, vgl.
Gl. (2.13)). Bei schwächeren Trends läßt sich auch ein Crossover beobachten, wie in Abb. 2.4
gezeigt. So können auch bei der DFA die Trends in den Daten zu einem künstlichen Crossover
im Skalenverhalten von F (n)(s) führen, nämlich eine erhöhte Steigung bei großen Zeitskalen
s. Die Position dieses künstlichen Crossovers hängt ab von der Stärke A und der Ordnung
p des Trends. Wenn die DFA-Ordnung n größer ist als p, dann läßt sich offensichtlich kein
künstlicher Crossover beobachten. Um lineare Trends zu entfernen, ist also mindestens die
DFA zweiter Ordnung nötig. Dies ist auf das Kumulieren, Gl. (2.9), zurückzuführen, denn
dadurch wird ein linearer Trend im Profil zu einem quadratischen (Integration). Die Ordnung p
von (starken) Trends kann also mittels Anwendung verschiedener DFAn [33] bestimmt werden.
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2 Langzeitkorrelationen

Wenn n ≤ p ist, dann tritt ein künstlicher Crossover auf, dessen αTrend im Bereich großer s
direkt von n abhängt. Deshalb läßt sich ein solcher künstlicher von einem echten Crossover
als Wechsel im Korrelationsverhalten (siehe oben) unterscheiden, denn dieser würde bei allen
DFA-Ordnungen ähnliche Steigungen α2 und eng zusammen liegende Crossover-Positionen
aufweisen (vgl. Abb. 2.8 und 2.9).

Hu u. a. 2001 [98] untersuchen auch mittels analytischer Betrachtungen den Einfluß von Insta-
tionaritäten auf die Fluktuationsfunktionen. Die Autoren führen die unterschiedlichen Stei-
gungen innerhalb einer Fluktuationsfunktion also das Auftreten von Crossovern auf einen

”
Wettkampf“ zwischen dem Skalenverhalten des Rauschens und dem scheinbaren des Trends

zurück. Um dies besser zu verstehen wird eine Superpositionsregel hergeleitet [98]. Für zwei
unkorrelierte Reihen xi und yi (〈xiyi〉 = 0), mit deren Fluktuationsfunktionen Fx(s) und
Fy(s), gilt bei der additiven Überlagerung beider, zi = xi + yi, für die Fluktuationsfunktion
Fz(s):

Fz(s) =
√
Fx(s)2 + Fy(s)2 . (2.20)

Dieser Zusammenhang ist darauf zurückzuführen, daß auch das Profil, Gl. (2.9), von zi eine
Überlagerung darstellt (Yz(k) = Yx(k) + Yy(k)). Ferner führt die Unabhängigkeit von xi und

yi zum Verschwinden von Mischtermen (
∑N

k=1(Yx(k) · Yy(k)) = 0).
Der Crossover der DFA1-Fluktuationsfunktion einer Reihe, die aus langzeitkorrelierten Zu-
fallszahlen und linearem Trend besteht, liegt bei

s× ∼
(
A

N

)− 1

α−2

mit dem Fluktuationsexponenten α [98].
Ferner sei angemerkt, daß Trends nicht ganzzahliger Ordnung p von der DFA nicht vollständig
eliminiert werden und die Fluktuationsfunktionen F (n)(s) auf großen Skalen erhöhte Steigun-
gen zeigen können, selbst wenn n > p [110, 98]. Es ist davon auszugehen, daß bei logarithmi-
schen und exponentiellen Trends ähnliche Probleme der Fluktuationsfunktionen auftreten.

In [110] wird bereits vorgeschlagen, daß man die Unterschiede der Fluktuationsfunktionen von
der konventionellen FA und der trendbereinigenden DFAn nutzen kann, um – aufgrund der
Ergebnisse künstlicher Reihen mit wohlbekanntem Trend – die Stärke eines Trends in einer
echten Reihe abzuschätzen. Die in der Praxis auftretenden Trends sind aber viel schwächer als
die untersuchten künstlichen, weshalb sich die Stärke eines Trends nicht unmittelbar ablesen
läßt. Zunächst stellt der FA-Crossover zu einer größeren Steigung also nur einen qualitativen
Indikator dar, z.B. Abb. 3.11a). In Kap. 3.2 werden die Unterschiede der Fluktuationsfunk-
tionen verschiedener Ordnung dennoch genutzt, um schwache Trends bei moderaten Lang-
zeitkorrelationen zu quantifizieren.

Wie mit Gl. (2.17) und (2.18) dargelegt wurde, können auch periodische Trends (periodische
Schwankungen, Oszillationen) bei der Korrelationsanalyse einen Einfluß haben [110, 98, 181].
Nicht selten enthalten die zu untersuchenden Reihen solche Oszillationen, wie z.B. saisonale
Abhängigkeiten bei klimatologischen Meßreihen. Etwas komplizierter wird es, wenn Schwan-
kungen wie ENSO (El Niño – Southern Oscillation, siehe z.B. [209, 212] und [92]) auftreten,
dessen Periodendauer nicht so scharf ist wie beim Jahresgang (siehe Kap. 3.1).

Der Einfluß periodischer Trends auf die DFAn-Fluktuationsfunktionen läßt sich auch wieder
mit künstlichen langzeitkorrelierten Reihen untersuchen, indem man sie additiv mit solchen
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Abbildung 2.10: Trendbereinigende Fluktuationsanalyse von langzeitkorrelierten Zufallszahlen (α =
0,65; normierte Standardabweichung) mit addierten oszillierden Trends ρi = A ·
sin(2π · i · f) unterschiedlicher Frequenz f , (a) f = 0,1 und (b) f = 0,001 (Peri-
odendauer d = 10 und d = 1 000), und Amplituden A im Bereich von A = 0,02 bis
A = 2,56. Gezeigt sind die nach Kantelhardt u. a. 2001 [110] korrigierten DFA3-

Fluktuationsfunktionen F
(3)
mod(s), aufgetragen gegen die Zeitskala s. Für andere

Ordnungen der DFA erhält man ähnliche Ergebnisse, wobei sich die Position der
Auswölbung auch gemäß Gl. (2.16) verschiebt. Nur für starke periodische Trends

wird das erwartete Skalenverhalten F
(n)
mod(s) ∼ s0,65 gestört. Der Einfluß der Oszil-

lationen ist weniger ausgeprägt bei hohen Frequenzen. Für jede Kurve wurden die
Ergebnisse von 100 Reihen der Länge N = 200 000 gemittelt. Wie in Abb. 2.8 wur-
den die Fluktuationsfunktionen durch s

1

2 dividiert, so daß ein konstanter Verlauf
einem Exponenten α = 0,5 entspricht (entnommen aus [110]).

Oszillationen unterschiedlicher Frequenz und Amplitude überlagert. Entsprechende Fluktua-
tionsfunktionen sind in Abb. 2.10 gezeigt. Man sieht, daß die Fluktuationsfunktionen eine Art
Auswölbung bei starken Oszillationen niedriger Frequenz aufweisen. Auf Skalen, die kleiner
sind als die Periodendauer (d = 1/f) erscheinen die Schwingungen wie Korrelationen, weshalb
die F (n)(s) größere Steigungen aufweisen (s . d). Andererseits erscheinen die Schwingungen
antikorreliert auf Skalen, die etwas größer sind als die Periodendauer (s & d), denn schließlich
wechseln sich Berg und Tal ab. Erst auf sehr großen Skalen (s� d) dominieren dann wieder
die Korrelationen, Abb. 2.10a), ebenso wie auf ganz kleinen Skalen (s� d), Abb. 2.10b).
Entsprechend Teilen Hu u. a. 2001 [98] die Fluktuationsfunktionen von Reihen bestehend
aus Zufallskomponente und sinusförmigem Trend in vier Bereiche mit drei Crossovern ein,
unter Verwendung von Gl. (2.20). Die Spitze des Hügels (zweiter Crossover) in der DFA1-
Fluktuationsfunktion (Abb. 2.10) ist ungefähr bei s×2

∼ d angesiedelt [98], während ab

s×3
∼ (A · d)

1

α , (2.21)

mit der Periodendauer d, das Skalenverhalten auf großen Skalen dominiert (dritter Crossover)
[98]. Diese Position s×3

ist relevant weil man ab dieser Skala Fluktuationsexponenten bestim-
men könnte, falls sich Periodizitäten im Vorfeld evtl. nicht vollständig entfernen lassen.
Wie man sieht, reagiert die DFA empfindlich auf langsam schwingende Trends, während
schnell oszillierende Trends das Skalenverhalten sehr viel weniger stören. Diese Bereiche zu
großer oder zu kleiner Steigung, unterhalb bzw. oberhalb der Periodendauer, können gegebe-
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nenfalls als zu starke Korrelationen bzw. Antikorrelationen mißgedeutet werden, obwohl es
sich nur um ein Effekt von Oszillationen handelt. Deshalb ist es erforderlich, Oszillationen im
Vorfeld zu filtern, entweder mit Gl. (2.1) oder über eine Fourier-Transformation, wo der Peak
der Oszillationen entfernt wird, mit dem Ziel daß die Periodizitäten nach der Rücktransfor-
mation fehlen.

Chen u. a. 2002 [42] untersuchen Instationaritäten einer anderen Art. In der Praxis sind
Meßreihen oft von Störungen betroffen. Es ist also wichtig zu wissen, wie sie sich auf die DFA-
Fluktuationsfunktionen auswirken. In [42] werden drei Typen untersucht (siehe Gl. (2.15)
für α1,2):

• Reihen, bei denen Segmente ausgelassen werden.
Diese Situation tritt eigentlich in allen Bereichen auf, wo Zeitreihenanalyse betrieben
wird. In der Klimatologie passiert es häufig, daß an bestimmten Tagen oder auch über
längere Zeiträume keine Meßwerte vorliegen, z.B. wenn Krieg herrschte. Zwar beste-
hen auch Möglichkeiten, diese Lücken zu berücksichtigen [181, 58], in [42] wird aber
vorgeschlagen, die verbleibenden Segmente einfach der Reihenfolge nach aneinander zu
hängen.
Die Simulationsergebnisse von Chen u. a. 2002 [42] anhand künstlicher Reihen besagen,
daß das zufällige auslassen von Segmenten unterschiedlicher Größe und Konzentration
überraschender Weise für den Fall von (positiven) Langzeitkorrelationen (0,5 < α < 1,0)
nur sehr geringen Einfluß auf das Ergebnis der DFA hat. Anders sieht es bei Langzeitan-
tikorrelationen aus. Hier zeigt sich ein Crossover s× von α1 (kleine Skalen), das ungefähr
dem vorgegebenen Exponenten für die FFM entspricht, zu α2 → 0,5 (große Skalen). Da-
bei liegt der Crossover bei um so kleineren Skalen je größer der Anteil der ausgelassenen
Segmente (bei gleicher Segmentgröße) ist. Umgekehrt ist s× um so größer je größer die
Segmentgröße ist (bei gleicher Konzentration). Chen u. a. 2002 [42] schlagen also vor,
wenn man z.B. Segmente unzuverlässiger Werte auslassen muß, und diese eng beiein-
ander liegen, man dann besser ein Segment über den gesamten Bereich ausläßt, da es
günstiger ist, wenig große Segmente zu verlieren, als viele kleine.

• Reihen, in die zufällig Spikes (Spitzen, Einzelwerte großer Amplitude) eingestreut sind.
Bei der Aufzeichnung von Zeitreihen kann es vorkommen, daß zufällig Spitzen großer
Werte (eine Arte Spannungsspitzen) aufgrund äußerer Störungen auftreten. Nach Si-
mulationen von Chen u. a. 2002 [42], die künstliche langzeit(anti)korrelierte Reihen in
geringer Konzentration mit unabhängigen Spikes gleichverteilter Amplitude überlagert
habe, wirken sich diese auf unterschiedliche Weise auf die resultierenden Fluktuations-
funktionen aus. Bei (positiven) Langzeitkorrelationen (0,5 < α) tritt ein Crossover von
α1 → 0,5 (kleine Skalen) nach α2 (große Skalen) auf, wobei letzteres dem vorgegebenen
Fluktuationsexponenten der Reihe ohne Spikes entspricht. Bei Langzeitantikorrelatio-
nen ist es umgekehrt. Auf kleinen Skalen hat die Fluktuationsfunktion annähernd die
vorgegebene Steigung, während die F (n)(s) auf großen Skalen unkorreliertes Verhalten
anzeigen (α2 → 0,5). Diese Ergebnisse werden auch mittels der Superpositionsregel
Gl. (2.20) analytisch belegt [42]. Es bleibt festzuhalten, daß die DFA gegenüber dem
Einstreuen von Spikes bei Langzeitkorrelationen ziemlich robust ist, wenn man sich nur
für das asymptotische Skalenverhalten interessiert.
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• Reihen, die unterschiedliche lokale Standardabweichungen aufweisen.
Chen u. a. 2002 [42] stellten sich auch die Frage, wie sich unterschiedliche Standardab-
weichungen in einer Reihe auf das DFA-Ergebnis auswirken. Dazu führten sie Simula-
tionen mit künstlichen Reihen durch, bei denen einzelne Segmente zufällig eine vierfach
größere Standardabweichung bekamen. Die systematische Untersuchung ergab, daß diese
Form der Instationarität keinen Einfluß auf das Skalenverhalten der DFA bei (positi-
ven) Langzeitkorrelationen hat. Andererseits machen sich bei Langzeitantikorrelationen
bereits wenige Segmente mit vergrößerter Standardabweichung deutlich bemerktbar, in-
dem sie einen Crossover zu α2 = 0,5 (auf großen Skalen) verursachen, während α1 auf
kleinen Skalen nahe dem vorgegebenen Exponenten liegt.

Bei Langzeitkorrelationen (α > 0,5) ist die DFA relativ unempfindlich gegenüber Manipula-
tionen. Zufällige Spikes, die unabhängig von der untersuchten Reihe sind, haben Einfluß auf
die Steigungen auf kleinen Skalen, wo sie zu scheinbar unkorreliertem Skalenverhalten führen.
Unterdessen reagiert die DFA bei Langzeitantikorrelationen (α < 0,5) empfindlich auf jede
der drei getesteten Störungen.

2.2.2 Hurst R/S-Analyse

Die Analyse mit dem Namen
”
Rescaled Range Analysis“ wurde in den 1950er und 1960er Jah-

ren von H.E. Hurst entwickelt [100, 101, 102]. Er untersuchte verschiedene jährliche Zeitreihen
xi, wie etwa Durchflüsse und Niederschläge, insbesondere im Zusammenhang mit den Pla-
nungen des Assuan-Staudammes [138, 137, 65].

Für eine Zeitreihe xi mit i = 1, . . . , N besteht die Methode aus folgenden Schritten:

1. Man betrachtet das Intervall, das am Anfang der Reihe beginnt und bis zu einer varia-
blen Skala s reicht. Darin berechnet man den Mittelwert

〈x〉(s) =
1

s

s∑

i=1

xi .

2. In dem Bereich 1 ≤ m ≤ s wird die mittelwertbereinigte Reihe kumuliert,

Y (s)(m) =

m∑

i=1

(
xi − 〈x〉(s)

)
,

so daß dieses Profil in etwa bei Null beginnt und endet.

3. Man berechnet nun die Differenz zwischen dem größten und kleinsten Wert von Y (s)(m)
im Intervall bis s

R(s) = max
1≤m≤s

Y (s)(m)− min
1≤m≤s

Y (s)(m) .

4. Mittels Division durch die Standardabweichung

σ(s) =

√√√√1

s

s∑

i=1

(
xi − 〈x〉(s)

)2

wird R/S := R(s)/σ(s) dimensionslos.
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Statistisch läßt sich der Algorithmus verbessern, wenn analog zur FA oder DFA die gesamte
Reihenlänge N in nicht überlappende Segmente der Größe s unterteilt wird, und darin die
Werte von R/S(ν) berechnet und anschließend gemittelt werden.

Bei dem Verfahren wird also untersucht, wie weit das Profil des mittelwertbereinigten Segmen-
tes nach oben und unten ausläuft. Natürlich ist die Differenz R aus Maximum und Minimum
des Profils um so größer je größer s gewählt wird. Die Analogie zur Fluktuationsanalyse ist
offensichtlich. Während man bei der FA die Differenz von zwei Werten des Profils betrachtet,
die um s voneinander getrennt sind, betrachtet man hier die Differenz aus Maximum und Mi-
nimum. In beiden Fällen wird die Reichweite des Random Walk in Abhängigkeit der Skala s
untersucht.
Hurst kam zu dem Ergebnis, daß der reskalierte Bereich R/S in vielen Anwendungen dem
empirischen Zusammenhang

R/S =
(s

2

)H

folgt [65]. Mandelbrot benannte den Exponenten nach Hurst und gab ihm den Buchsta-
ben H, wie er auch heute als Hurst-Exponent üblich ist. Außerdem ließ sich zeigen, daß

R/S =
(
π · s

2

) 1

2 , also H = 1/2, für unabhängige zufällige Prozesse gilt [65].
Weiterhin sei Hurst zufolge der Exponent (für verschiedene Medien) einigermaßen symme-
trisch um den Wert 0,73 mit einer Standardabweichung von 0,08 verteilt. Aus heutiger Sicht,
ist ein solch universelles Ergebnis nicht mehr zu halten, da bereits verschiedene Meßgrößen
unterschiedliches Skalenverhalten zeigen (Temperatur α ≈ 0,65 – Kap. 3.1, Niederschlag
α & 0,50 – Kap. 4 und Abflüsse α ≈ 0,80± – Kap. 4) [35, 109]. Dennoch bleiben Hursts
Ergebnisse bemerkenswert, da ein H > 0, 5 auf langreichweitige Korrelationen hindeutet.
Eine Zeit lang waren seine Analysemethode und Ergebnisse starken Zweifeln ausgesetzt. Zur
Überprüfung mittels vergleichbarer künstlicher Zeitreihen verwendete er Daten eines stocha-
stischen Modells, das unglücklicherweise nur Trends und Kurzzeitkorrelationen liefert, dessen
er sich jedoch nicht bewußt war. Heutige Erkenntnisse bestätigen aber teilweise seine Vorstel-
lungen von Langzeitkorrelationen bei Pegelständen bzw. Durchflüssen [35, 111].

Die Hurst R/S-Analyse ist vergleichbar mit der DFA1. In der ursprünglichen Reihe xi wer-
den konstante Trends, nämlich die Mittelwerte, abgezogen. Im Vergleich dazu werden bei der
DFA1 lineare Trends im Profil abgezogen, also konstante Trends in der Ausgangsreihe.
Ein kleiner Unterschied besteht darin, daß die R/S-Analyse kein Quadrat enthält im Ge-
gensatz zur DFA1, Gl. (2.10). Für monofraktale Reihen ist deshalb H ≈ α zu erwarten,
andernfalls aber H ≈ α(q = 1), siehe Kap. 4.

Anschaulich ging es Hurst um die Frage, wie groß das Fassungsvermögen eines Staudammes
sein muß, damit er nicht leer wird, aber auch nicht überläuft. Dazu untersuchte Hurst die
Nil-Reihe und summierte sie für verschiedene Zeitspannen s auf. Bezogen auf den Staudamm,
stellt der abgezogene Mittelwert so etwas wie einen mittleren Durchfluß dar. Die kumulierte
Reihe beschreibt dann die Wassermenge, die sich darüber hinaus ansammelt (Y (s)(m) > 0)
oder fehlt (Y (s)(m) < 0). Die Spanne R entspricht also im Fall des Stausees der Speicherka-
pazität, die nötig ist, um in dem Zeitraum s einen mittleren Durchfluß zu erhalten, ohne daß
der See austrocknet oder überläuft.
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2.2.3 Spektralanalyse

In diesem Abschnitt werden die mathematischen Grundlagen der Spektralanalyse kurz wie-
dergegeben. Das Leistungsspektrum ist ein beliebtes Werkzeug in der Klimatologie und für
die vorliegende Arbeit ist besonders der Zusammenhang zwischen dem Spektralexponenten β
und dem Fluktuationsexponenten α relevant. Zunächst wird die Fourier-Transformation in
der kontinuierlichen Form dargelegt. Diese Grundlagen sollen auch als Vorbereitung auf die
Hilbert-Transformation in Kap 5.1.3 dienen. Die Fourierreihe als diskrete Form der Fourier-
Transformation wird am Ende dieses Abschnittes beschrieben, wo auch das Leistungsspektrum
einer Beispielreihe gezeigt wird.
Die Ausführungen in diesem Kapitel orientieren sich hauptsächlich an Press u. a. 1992 [173],
weitere Details sind in [175, 109, 24] zu finden.

Fourier-Transformation

Man kann eine Funktion g(t) entweder in der Zeitdomäne oder in der Frequenzdomäne
darstellen, in der G(f) eine (komplexe) Amplitude ist, die von der Frequenz f abhängt
(mit −∞ < f < ∞), aber auch die Information über die Phase enthält. Ein und dieselbe
Funktion kann also auf zwei verschiedene Weisen geschrieben werden, die über die Fourier-
Transformation (und Rücktransformation) miteinander verknüpft sind [173]:

G(f) =

∫ ∞

−∞
g(t) e−i·2π·f ·t dt (Fourier-Transformation) (2.22)

g(t) =

∫ ∞

−∞
G(f) ei·2π·f ·t df (Fouriersynthese). (2.23)

Die komplexe Funktion G(f) nennt man auch Bildfunktion (komplexe Koeffizienten) der
Originalfunktion g(t), und

G(f) = |G(f)| eiϕ(f) Frequenzspektrum, mit

|G(f)| =
√

Re(G(f))2 + Im(G(f))2 Amplitudenspektrum

ϕ(f) = arctan Im(G(f))
Re(G(f)) Phasenspektrum .

(2.24)

Für die Fourier-Transformation selbst schreibt man auch:

G(f) = F{g(t)} g(t) = F−1{G(f)} (2.25)

In Gl. (2.23) wird g(t) als Überlagerungen von Schwingungen aller möglichen Frequenzen
gebildet, wobei die G(f) angibt, wie stark die Schwingung ei2πft = cos (2πft) + i sin (2πft)
der Frequenz f in g(t) enthalten ist. Die Fourier-Transformation basiert auf den Fourierreihen
(siehe unten), die in Analogie zur Taylor-Reihe (wo eine Funktion aus Polynomen gebildet
wird) Summen trigonometrischer Funktionen darstellen.
Hier wird die Frequenz f mit der Einheit Hz = 1

s , also Schwingungen pro Sekunde, verwendet.
Oft wird die Kreisfrequenz ω = 2π · f bevorzugt (siehe Kap. 5.1.1), so daß gegebenenfalls in
Gl. (2.23) eine Normierungskonstante 1

2π hinzukommt.
Eine einfache Eigenschaft der Fourier-Transformation ist die Linearität:

κ · g(t) + λ · h(t) ←→ κ ·G(f) + λ ·H(f) (2.26)
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Dabei stehen links in Kleinbuchstaben die Funktionen der Zeit und rechts in Großbuchstaben
die Transformierten in der Frequenzdomäne.
Die spektrale Leistungsdichte (power spectral density, oft nur Leistungsspektrum oder

”
Power-

Spektrum“) ist definiert als
Pg(f) = |G(f)|2 . (2.27)

Die nun folgende Faltung liefert für zwei Funktionen h(t) und g(t) eine dritte Funktion, die
die Überlappung zwischen h und einer gespiegelten verschobenen Version von g angibt:

h ∗ g :=

∫ ∞

−∞
h(θ)g(s− θ)dθ . (2.28)

Anschaulich wird bei der Faltung eine Funktion mit einer anderen gewichtet. Dabei gibt der
Funktionswert der Gewichtsfunktion an der Stelle s an, wie sehr der um s zurückliegende
Wert der gewichteten Funktion zum Wert der Ergebnisfunktion beträgt.
Unter anderem gelten Kommutativität h ∗ g = g ∗ h, Assoziativität k ∗ (h ∗ g) = (k ∗ h) ∗ g
und Distributivität k ∗ (h + g) = (k ∗ h) + (k ∗ g), um nur die wichtigsten zu nennen. Man
beachte, daß g ∗ h eine Funktion in der Zeitdomäne ist. Das Faltungstheorem besagt, daß bei
der Fourier-Transformation die einfache Beziehung

h(t) ∗ g(t) ←→ H(f)G(f) (2.29)

gilt, was aus ihren Rechenregeln folgt. Die Fourier-Transformierte der Faltung ist also das
Produkt der Transformierten der einzelnen Funktionen.
In Gl. (2.3) wurde die Autokorrelationsfunktion für diskrete Werte eingeführt. Mit Gl. (2.28)
kann man zunächst allgemein die Kreuzkovarianzfunktion

CV;h,g
× (s) := lim

k→∞

1

2k

∫ k

−k
h(θ)g(θ + s) dθ (2.30)

definieren, wobei s wieder die zeitliche Verzögerung zwischen h und g darstellt – also in der
Zeitdomäne. Für die Fourier-Transformation gilt dann entsprechend Gl. (2.28) und (2.29) der

Zusammenhang CV;h,g
× ←→ H∗(f)G(f). Wenn h(t) und g(t) reell sind, gelangt man wegen

H∗(f) = H(−f) zu

CV;h,g
× (s) ←→ H(−f)G(f) .

Für die Autokovarianzfunktion ist g(t) = h(t) bzw. CV;h,h
× (s) = CV;h(s) und man erhält das

sogenannte Wiener-Khinchin-Theorem [81]:

CV;h(s) ←→ |H(f)|2 . (2.31)

Aus den Gl. (2.27) und (2.31) folgt weiter

CV;h(s) ←→ Ph(f) ,

wie man das Leistungsspektrum oft auch definiert. Das Leistungsspektrum P (f) ist also durch
die Fourier-Transformierte der Autokorrelationsfunktion gegeben, unter der Voraussetzung
von Stationarität.
Bei Langzeitkorrelationen, Gl. (2.4), entspricht CV;h(s) einem Potenzgesetz. Für eine Funktion
h(t) mit CV;h(s) ∼ s−γ ist die Fourier-Transformierte und somit das Leistungsspektrum

Ph(f) ∼ fγ−1 , (2.32)
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2.2 Methoden der Messung

was man einer Formelsammlung wie z.B. [24] entnehmen kann (darin Tab. 21.12.1 und 21.12.2).
Findet man also ein Leistungsspektrum, das wie

P (f) ∼ f−β (2.33)

mit dem Spektralexponenten β abfällt, so kann man auf Langzeitkorrelationen mit

γ = 1− β (2.34)

schließen, was aus dem Vergleich von Gl. (2.32) mit (2.33) ersichtlich wird. Dieser Zusam-
menhang, speziell Gl. (2.32), wird in [175] ausführlich hergeleitet. Aus Gl. (2.8) und (2.34)
kann man auch den Zusammenhang zwischen dem Fluktuationsexponenten α und dem Spek-
tralexponenten β formulieren:

α =
1

2
(β + 1) . (2.35)

Fourierreihen

Bisher wurde die Fourier-Transformation, Gl. (2.22) und (2.23), für kontinuierliche Funktionen
in unendlicher Zeit −∞ < t < ∞ betrachtet. In der Praxis der Zeitreihenanalyse ist das
natürlich nicht der Fall. Vielmehr geht es um Reihen von Messungen g(ti), die diskret zu
den Zeiten ti aufgenommen wurden. Üblicherweise kann man dies noch stärker einschränken,
wenn die Messungen in regelmäßigen Abständen ∆t stattfinden. Dann ist die Reihe der N
abgetasteten Werte:

gi = g(ti), ti = i ·∆t, i = 1, 2, . . . , N. (2.36)

Den Kehrwert von ∆t nennt man Abtastrate, z.B. in Werten pro Sekunde. Wie man sich leicht
überlegen kann, braucht man zur Darstellung einer Oszillation mit der Frequenz f mindestens
zwei Messungen pro Schwingung (Wellenlängendurchgang), eine Abtastung für den Berg und
eine für das Tal. Dies besagt das Nyquist-Theorem mit der kritischen Nyquist-Frequenz

fN =
1

2∆t
. (2.37)

Ein Problem tritt auf, wenn die zu messende Funktion höhere Frequenzen als fN enthält.
Dann kommt es zu einem sogenannten Aliaseffekt, nämlich daß solch hohe Frequenzen, die
man eigentlich gar nicht mehr erfassen kann, zu einem Beitrag viel niedrigerer Frequenz
führen. Diese Erscheinung sollte bei klimatologischen Daten jedoch nicht auftreten.

Da die Reihe gi diskret ist, wird die Transformierte auch für diskrete Frequenzen

fk =
k

N ·∆t , k = −N
2

+ 1, . . . ,
N

2
(2.38)

bestimmt, wobei hier zur Vereinfachung von einer geraden Anzahl N ausgegangen wird. Die
maximale Frequenz entspricht dann der Nyquist-Frequenz fN, Gl. (2.37).
Man nähert das Integral in Gl. (2.22) mit einer diskreten Summe an:

G(fk) =

∫ ∞

−∞
g(t) e−i·2π·fk·t dt ≈

N∑

j=1

gje
−i·2π·fk·tj ∆t
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und unter Verwendung von Gl. (2.36) und (2.38) erhält man

G(fk) ≈ ∆t ·
N∑

j=1

gje
−i·2π· k

N∆t
·j∆t = ∆t ·

N∑

j=1

gje
−i·2π·k·j/N .

Die letzte Summe stellt die Fourierreihe der N Werte langen gj dar, die hier Gk genannt wird
(G(fk = k

N ·∆t) ≈ ∆t ·Gk):

Gk =

N∑

j=1

gje
−i·2π·k·j/N .

Die diskrete Form der inversen Transformation von Gl. (2.23) lautet dann:

gk =
1

N
·

N∑

j=1

Gje
i·2π·k·j/N .

Da sich diese beiden nur in den Vorzeichen bei der Exponentialfunktion und in der Division
durch N unterscheiden, lassen sich Hin- und Rücktransformation bis auf diese kleinen Unter-
schiede von derselben Routine berechnen [173]. Es gelten analoge Rechenregeln und Ausdrücke
z.B. der Faltung, Gl. (2.28), wie bei der kontinuierlichen Form der Fourier-Transformationen.

Die direkte Berechnung dieser Transformationen ist jedoch sehr rechenaufwändig. Mitte der
60er Jahre hat sich deshalb die schnelle Fourier-Transformation (Fast Fourier Transform –
FFT) etabliert, bei der geschickte Algorithmen die Rechenzeit sehr stark verkürzen [173]. Bei
dieser Optimierung tritt meist die Beschränkung auf, daß die Reihenlänge eine Zweierpotenz
sein muß (N = 2b, mit ganzzahligem b). Es sind verschiedene Pakete frei (unter GNU General
Public License) verfügbar, wie z.B. [67].
Wie bereits zuvor erwähnt, lassen sich wegen Gl. (2.35) langzeitkorrelierte Zufallszahlen mit-
tels der Fourier-Transformation, speziell FFT, erzeugen [110, 109] (siehe auch [135]). Dazu
werden mit einem Zufallszahlengenerator zunächst gaußverteilte unkorrelierte Zufallszahlen
erzeugt, die ein gleichverteiltes Leistungsspektrum aufweisen (β = 0), d.h. daß alle Frequen-
zen mit gleicher Intensität auftreten. Dies Reihe wird dann mit der FFT in Koeffizienten

transformiert. Das Frequenzspektrum wird anschließend mit f−β
2 multipliziert, so daß das

Leistungsspektrum wie gewünscht mit β abfällt. Nach der Rücktransformation liegen dann
gaußverteilte langzeitkorrelierte Zufallszahlen vor. Diese Fourier Filter Methode (FFM) wur-
de von Makse u. a. 1996 [135] noch weiter verbessert, in dem die Singularität von C(s) bei
s = 0 vermieden wird (siehe Kap. 2.3.1). Es lassen sich ferner langzeitkorrelierte Zufallszahlen
einer anderen Grundverteilung als Gauß generieren. Ein solches Verfahren haben Schreiber
und Schmitz 1996 [191], [192] entwickelt. Dabei werden iterativ abwechselnd die Korrela-
tionsstruktur und die Grundverteilung angepaßt [60]. Eine andere Methode zur Erzeugung
langzeitkorrelierter Reihen ist die Successive Random Additions Method oder Random Mid-
point Displacement Method (Methode zufälliger Mittelpunktsverschiebung) [137, 65, 32, 234].
Eine dritte Möglichkeit wird in Kap. 5.1.4 kurz besprochen.

Als Beispiel wird in Abb. 2.11 das Leistungsspektrum der Temperaturreihe von Uppsala dar-
gestellt. Wie man sieht, zeigt sich ein deutliches Gefälle zu hohen Frequenzen, das ungefähr
P (f) ∼ f−0,3 folgt. Bei großen Frequenzen wird das Gefälle wegen der Kurzzeitkorrelationen
größer, während die ersten Punkte bei kleinen Frequenzen evtl. von einem Trend als langfristi-
ge Änderung betroffen sind. Insgesamt haben kleine Frequenzen (große Wellenlängen) deutlich
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Abbildung 2.11: Spektralanalyse der Temperaturreihe von Uppsala [12, 151]. Aufgetragen ist das
Leistungspektrum P (f) gegen die Frequenz f (untere Abszisse) bzw. Wellenlänge
d = 1

f
(obere Abszisse). Dabei stellen die grünen Kreise die logarithmisch gebinnten

Werte (Basis 1,25) dar (vgl. Abb. 2.3). Die gestrichelte Linie deutet einen Spektral-
exponenten mit der Steigung −β = −0,3 an, was einem Fluktuationsexponenten
α = 1

2 (β + 1) = 0,65 entspricht.

mehr Gewicht, als hohe Frequenzen (kleine Wellenlängen). Die untersuchte Reihe stellt al-
so in gewisser Weise eine zufällige Überlagerung von Oszillation dar, wobei die langwelligen
Schwingungen stärker ausgeprägt sind, wie es für Langzeitkorrelationen charakteristisch ist.

Die dargelegten Verfahren (Autokorrelationsfunktion C(s) mit dem Exponenten γ – Kap. 2.1,
Spektralanalyse P (f) mit dem Exponenten β und (Trendbereinigende) Fluktuationsanalyse
F (n)(s) mit dem Exponenten α – Kap. 2.2.1) sind also in einen konsistenten Formalismus
eingegliedert. Die Ergebnisse für Langzeitkorrelationen lassen sich ineinander überführen und
somit vergleichen. Die DFA ist vorzuziehen, weil die Resultate unbeeinflußt sind von Instatio-
naritäten. Ähnliche Eigenschaften weist sonst nur die Wavelet-Analyse [120, 208, 127, 4, 1] auf.

Übersicht der Exponenten

Die hier aufgeführten Relationen ergeben sich aus Gl. (2.8) und (2.34). In dieser Arbeit
wird überwiegend der Fluktuationsexponent α verwendet, dessen Werte wie in Gl. (2.13) zu
interpretieren sind. Die Zusammenhänge gelten für 0 < γ < 1 bzw. teilweise 0 < α.

Fluktuationsexponent α Spektralexponent β Korrelationsexponent γ
(Abb. 2.7) (Abb. 2.11) (Abb. 2.3)

α α = 1
2 (β + 1) α = 1− γ

2

β β = 2α− 1 β = 1− γ
γ γ = 2− 2α γ = 1− β
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Abbildung 2.12: Veranschaulichung der Folgewertstatistik. Unter der Bedingung, daß Werte der Rei-
he τi in einem bestimmten Wertebereich um τ0 liegen – in a) rote× im türkisfarbenen
Streifen, wird der jeweils nach s Schritten (hier: s = 1) folgende Wert betrachtet
(blaue +). Von diesen bedingten Folgewerten kann man dann, wie in b) angedeutet,
die Verteilungsdichte p(τ |τ0) und den Mittelwert τs,τ0

bestimmen.

2.3 Eigenschaften langzeitkorrelierter Datenreihen

Nachdem im vorhergehenden Kapitel die wichtigsten Methoden zur Charakterisierung von
Langzeitkorrelationen vorgestellt wurden, sollen in diesem Abschnitt einige Betrachtungen zu
den Eigenschaften solcher Reihen dargelegt werden. Die Frage ist also nicht mehr, ob oder
wie stark Korrelationen vorliegen, sondern was sie bewirken und welchen Einfluß sie auf ab-
geleitete Größen haben.
Das Vorliegen von Langzeitkorrelationen hat wichtige Konsequenzen für die Trendbestim-
mung, wie sie z.B. mit gleitenden Mittelwerten durchgeführt wird. Besonders für die Trend-
analyse in Kap. 3 ist es also relevant, welche Mittelwerte und Mittelwertdifferenzen in lang-
zeitkorrelierten Reihen auftreten. Dazu gehören auch die linearen Steigungen, die mittels
Ausgleichsgeraden in langzeitkorrelierten Reihen gefunden werden können. Direkt ersichtlich
ist die Eigenschaft bei Langzeitkorrelationen, daß Folgewerte dazu tendieren in der Nähe der
vorhergehenden Werte zu liegen. Dies wird im ersten Abschnitt untersucht. Dabei kommt den
Nächstenachbarkorrelationen eine besondere Bedeutung zu, die kurz diskutiert werden.
Wenn nicht anders angegeben, beziehen sich die Ausführungen auf gaußverteilte Reihen.

2.3.1 Folgewertstatistik

In dieser Arbeit wurde an verschiedener Stelle ausgeführt, wie bei Langzeitkorrelationen,
etwa bei der Temperatur, auf einen warmen Tag eher ein warmer Tag folgt und daß eine zu
warme Epoche auch mit großer Wahrscheinlichkeit von einer warmen Epoche gefolgt wird.
Die Autokorrelationsfunktion charakterisiert dieses Phänomen und wird indirekt über das
Leistungsspektrum und die DFA quantifiziert.
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Indem hier die Statistik aufeinanderfolgender Werte betrachtet wird, läßt sich diese Eigen-
schaft der Persistenz unmittelbar untersuchen: Welche Werte folgen jeweils einem zuvor
gewählten Wert τ0? Dazu durchläuft man die zu untersuchende Reihe und registriert all
die Werte, die direkt nach der Bedingung τ0 auftreten. Diese Folgewerte stellen dann eine
Untermenge der ursprünglichen Reihe dar und folgen einer Verteilung mit Mittelwert τs,τ0

und Standardabweichung σs,τ0 . Das s als Index gibt an, welcher Folgewert betrachtet wird,
denn anstelle des nächsten Nachbarn (s = 1) kann man auch den übernächsten (s = 2) usw.
wählen. Das τ0 als Index stellt die Bedingung dar. In Abb. 2.12 wird das Vorgehen für s = 1
veranschaulicht. Die roten × erfüllen die Bedingung τ0 (angedeutet durch das türkisfarbene
Band), und unmittelbar auf die roten Kreuze folgen die bedingten Werte (blauen +), die Fol-
gewerte (Abb. 2.12a)). Die Verteilungsdichte der resultierenden Folgewerte ist in Abb. 2.12b)
idealisiert dargestellt.

Die beschriebene Statistik wurde auf eine künstliche langzeitkorrelierte Reihe mit Fluktuati-
onsexponenten α = 0,75 angewendet (Abb. 2.13a)-d)). Die Grundverteilung ist Gauß mit Mit-
telwert 〈τi〉 = 0 und Standardabweichung σ0 = 1. Die Reihe der Länge N = 220 = 1048 576
wurde mit der FFM erzeugt (Kap. 2.2.3). Im Teilbild a) sind die mittleren Folgewerte für
besagte Reihe gezeigt. Auf einen Wert τ0 ≈ 1,4 folgt unmittelbar (s = 1) im Mittel ein Wert
τs,τ0 ≈ 0,54 ± 1,0. Genauso sieht es bei negativen Werten aus. Es zeigt sich also eine Persi-
stenz in der Reihe. Die orange Gerade in Abb. 2.13a) ist nicht etwa eine Regression, sondern
eine Gerade durch den Ursprung mit der Steigung C(1), der numerisch bestimmte Wert der
Autokorrelationsfunktion bei s = 1. Im Mittel findet man also den einfachen Zusammenhang

τ1,τ0 = C(1) · τ0 .

Betrachtet man nicht den direkt auf die Bedingung folgenden Wert, sondern den danach, also
den übernächsten (s = 2), dann liegt dieser mittlere Wert näher bei 0 als im Fall des nächsten
Wertes, siehe Abb. 2.13b). Im Mittel folgt ein Wert τ2,τ0 ≈ 0,29 ± 1,0 zwei Schritte nach der
Bedingung τ0 ≈ 1,4. Hierbei hat der lineare Zusammenhang die Steigung C(2) und man kann
mit den Abbildungen 2.13c) für s = 4 und 2.13d) für s = 8 im Mittel

τs,τ0 = C(s) · τ0 (2.39)

verallgemeinern. Die Relation kann man mit der Definition der Autokovarianzfunktion CV(s),
Gl. (2.2), motivieren (mit 〈τi〉 = 0):

CV(s) = 〈τi · τi+s〉
CV(s) · τ0 = 〈τi · τi+s〉 · τ0

≈ 〈τ2
i · τi+s〉 (2.40)

≈ σ2
0 · 〈τi+s|τ0〉 (2.41)

CV(s)

σ2
0

· τ0 ≈ 〈τi+s|τ0〉

und
〈τi+s|τ0〉 ≈ C(s) · τ0 ,

wobei die Schritte (2.40) und (2.41) etwas unpräzise sind. Das
”
|“-Zeichen deutet die Bedin-

gung an.
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Abbildung 2.13: a)-d), oben links: Folgewertstatistik einer langzeitkorrelierten Reihe mit Fluktua-
tionsexponenten α = 0,75. Aufgetragen sind die mittleren Folgewerte τs,τ0

(schwarze
Rauten) gegen die Bedingung τ0, zusammen mit der Standardabweichung (gestri-
chelte Linien). Es sind gezeigt: a) nächster Wert (s = 1), b) übernächster Wert
(s = 2), c) s = 4 und d) s = 8. Die durchgezogenen orangen Linien haben als
Steigungen die Werte der Autokorrelationsfunktion C(s) und gehen durch den Ur-
sprung. Für die Abbildung wurde eine normierte gaußverteilte Reihe der Länge
N = 220 = 1M erzeugt (Kap. 2.2.3). Man sieht, daß auf einen großen τ0-Wert
im Mittel ein großer τi-Wert folgt und auf einen kleinen ein kleiner. e)-h), oben
rechts: Folgewertstatistik einer langzeitkorrelierten Reihe mit α = 0,75. Hier wurde
die Auftragung der Achsen mittels Division durch mα−1 skaliert (siehe Kap. 2.3.2).
Außerdem werden nur die Folgewerte (s = 1) betrachtet, allerdings für verschiedene
Stufen der Aggregation: e) der Originalreihe (m = 1), f) der Reihe aus je zehn in
Blöcken gemittelten Werte der ursprünglichen Reihe (m = 10), g) m = 100 und h)
m = 1 000. Die orangen durchgezogenen Linien haben als Steigung die angegebenen
Werte der Nächstenachbarkorrelationen C(1) der entsprechend aggregierten Reihen.
Teilbild e) ist identisch mit a). Die Reihen der Mittelwerte in Blöcken der Länge m
zeigen die gleiche Persistenz der benachbarten Werte wie die ursprüngliche Reihe.
i)-l), unten links: Folgewertstatistik einer kurzzeitkorrelierten Reihe mit λ = 0,37
(normierte, gaußverteilt, N = 220 = 1M), die mit einem einfachen AR1-Prozeß
(vgl. Kap. 2.3.2) erzeugt wurde. Die Achsen wurden hier mit dem Faktor m0,5−1

skaliert. Wie man erkennen kann, fallen die Korrelationen für m > 1 schnell ab.
m)-p), unten rechts: Folgewertstatistik der 663 Jahre langen historischen Reihen
von Nil-Pegelständen [11] (mit α = 0,85 [30]) für die Aggregationsstufen m) m = 1,
n) m = 2, o) m = 4 und p) m = 8.
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Beim Aggregieren einer Reihe wird sie in nicht überlappende Segmente der Länge m einge-
teilt (vgl. Kap. 2.2.1) in denen die Mittelwerte berechnet werden, so daß eine neue Reihe
entsteht, die N = int(N/m) lang ist, siehe Kap. 2.3.2. Die Folgewertstatistik der langzeit-
korrelierten Reihe von Abb. 2.13a)-d) kann man nun für verschiedene Aggregationsstufen m
wiederholen. Das ist in Abb. 2.13e)-h) zu sehen, wobei s = 1 festgehalten wurde. Da die
Standardabweichung beim Aggregieren deutlich abnimmt, wurden in Abb. 2.13 die Achsen
zusätzlich skaliert, indem durch mα−1 = m−0,25 dividiert wurde (Kap. 2.3.2). Schließlich
wird beim Mittelwert wie beim Profil aufsummiert (∼ mα), nur daß dann noch durch m
geteilt wird (∼ mα/m ∼ mα−1). Die Teilbilder 2.13a) und 2.13e) sind identisch. Bei den
gezeigten Aggregationen passen die Geraden mit den Steigungen aus der numerisch bestimm-
ten Autokorrelationsfunktion C(s) gut zu den gemessenen bedingten Mittelwerten τs,τ0 – die
fluktuierenden Meßpunkte in h) sind auf die schlechte Statistik zurückzuführen. Entscheidend
ist aber, daß die Steigungen, und somit die C(1)-Werte, weitgehend unabhängig von der Ag-
gregation sind. Deshalb äußert sich die Persistenz der Temperatur nicht nur von Tag zu Tag,
sondern auch von Jahr zu Jahr und Dekade zu Dekade.
Noch deutlicher wird es, wenn man zum Vergleich eine kurzzeitkorrelierte Reihe testet. Ab-
bildung 2.13i)-l) ist analog zu Abb. 2.13e)-h) gestaltet, nur eben für eine Reihe, die mit einem
einfachen Autoregressiven Prozeß (AR1) mit λ = 0,37 erzeugt wurde, Kap. 2.3.2. Im Teil-
bild i) sind sich beide Fälle noch sehr ähnlich, aber schon bei der Mittelwertreihe in Blöcken
von m = 10 Werten sind die Korrelationen fast ganz verschwunden, was man an dem hori-
zontalen Verlauf der Meßwerte in Abb. 2.13j) sehen kann. Die Werte die auf τ0 folgen, streuen
um 0, also um keinen besonderen Wert, auch wenn τ0 � 0 ist. Langzeitkorrelationen sind
also dadurch ausgezeichnet, daß sie keine besondere Skala aufweisen und invariant unter Re-
normierung sind. Die Jahre sind untereinander in gleicher Weise korreliert wie Dekaden. Es
sei noch bemerkt, daß in Abb. 2.13i)-l) die Auftragung der Achsen mit dem Faktor m−(0,5−1)

skaliert wurde, unter der Annahme, daß die kurzzeitkorrelierte Reihe asymptotisch auf großen
Zeit unkorreliert wird. Die Kurzzeitkorrelationen haben aber doch einen minimalen Einfluß,
so daß die Standardabweichungen etwas zu groß skaliert werden.

In den diskutierten Fällen, Abb. 2.13a)-d) bis 2.13i)-l), war die Grundverteilung immer
gaußförmig. Der simple lineare Zusammenhang Gl. (2.39) gilt jedoch nicht allgemein. Bei
breiten Verteilungen, die exponentiell oder potenzgesetzartig abfallen, ist der lineare Zusam-
menhang zwischen Folgewert und Bedingung nicht mehr gegeben. Die Meßpunkte weichen
systematisch von der Geraden mit der Steigung C(1) ab (nicht gezeigt), und zwar mit größe-
rer Steigung bei kleinen Werten und kleinerer Steigung bei den großen Werten. Unterdessen
nimmt die Standardabweichung von den kleinen τ0 zu den großen zu, was plausibel ist, denn
schließlich kann nach einer großen Bedingung nicht gleich wieder ein sehr großer Wert auf-
treten. Insgesamt zeigt sich aber, daß sich selbst bei diesen extremen Grundverteilungen die
Langzeitkorrelationen grob in einem monoton steigenden Zusammenhang zwischen Folgewert
und Bedingung äußern.

Bisher wurden ausschließlich künstliche Zufallszahlen mit vorgegebenen Eigenschaften un-
tersucht. Nun soll ein Beispiel einer echten Reihe folgen, und zwar die beschriebene Folge-
wertstatistik für die historische Nil-Reihe, die aus 663 jährlichen Pegelständen bei Roda in
der Nähe von Kairo besteht [11]. Bunde u. a. 2005 [30] haben den Fluktuationsexponenten
zu α = 0,85 bestimmt. Die Folgewertstatistik zu dieser Nil-Reihe ist in Abb. 2.13m)-p) zu
sehen, für s = 1 (nächste Nachbarn) und den Aggregationsstufen m = 1, 2, 4, 8. Wegen der
schlechten Statistik wurde in o) und p) auf die Standardabweichungen verzichtet. Analog zu
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Abbildung 2.14: Numerische und theoretische Werte der Nächstenachbarkorrelationen CV(1) =
〈τiτi+1〉. a) Abhängigkeit der Nächstenachbarkorrelationen von dem Fluktuations-
exponenten α (γ = 2 − 2α). Aufgetragen sind die für künstliche Reihen (Gauß,
N = 221 = 2 M, σ0 = 1) bestimmten Mittelwerte von CV(1) (offenes ◦), sowie als
blaue durchgezogene Linien deren Standardabweichungen aus 100 Konfigurationen.
Zudem ist als grüne durchgezogene Linie der theoretische Verlauf gemäß Gl. (2.48)
eingezeichnet (endet beim Punkt (1;1)). Die gestrichelten Linien haben Steigung 1
und 2. b) Abhängigkeit der Nächstenachbarkorrelationen von der Reihenlänge N
für jeweils 100 Konfigurationen mit α = 0,75 und σ0 = 1. Dargestellt sind wieder
die gemessenen Mittelwerte (gefülltes ◦), deren Standardabweichung (blaue Linien)
und der theoretische Wert aus Gl. (2.48). Es zeigt sich ein

”
finite-size-effect“ (Ef-

fekt endlicher Größe), nämlich daß bei kurzen Reihen systematisch ein anderer Wert
gefunden wird, der sich bei längeren Reihen aber schnell einem Grenzwert annähert.

der künstlichen Reihe von Abb. 2.13e)-h) werden auch hier die Abhängigkeiten zwischen den
aufeinanderfolgenden Werten deutlich. Die C(1)-Werte und somit die eingezeichneten Gera-
den sind für die verschiedenen Aggregationsstufen ungefähr konstant, was ein Anzeichen von
Langzeitkorrelationen ist.

Die Bedeutung von C(1)

Üblicherweise wird wie in Gl. (2.4) die Autokorrelationsfunktion von Langzeitkorrelationen
als proportional zu einem Potenzgesetz angegeben. Es stellt sich aber die Frage welches die
Proportionalitätskonstante ist, so daß man ein Gleichheitszeichen verwenden kann

C(s) = const · s−γ . (2.42)

Offensichtlich divergiert dieser Ausdruck für s→ 0, weshalb das Verhalten bei kleinen Skalen
unklar ist. Makse u. a. 1996 [135] begegnen dem Problem der Polstelle, indem sie

C(s) =
(
1 + s2

)−γ/2
(2.43)

definieren. Diese Form erfüllt

1. Bedingung: C(s) ∼ s−γ für s > s× (2.44)

2. Bedingung: C(0) = 1 . (2.45)
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Allgemein genügt ihnen auch
C(s) = (1 + sn)−γ/n , (2.46)

wobei der Parameter n die Stärke der Krümmung und somit s× bestimmt. Das Problem an
Gl. (2.43) ist, daß

3. Bedingung: C(1) = 〈τiτi+1〉 (2.47)

schlecht erfüllt wird. Der Ausdruck C(1) = 2−γ/2 paßt zwar ganz gut zu den beobachteten
Werten bei γ → 0 (α→ 1), aber gar nicht bei γ → 1 (α→ 0,5): Cγ→1(1) = 2−1/2 6= 0. Damit
diese beiden Grenzwerte halbwegs stimmen, müßte C(1) = (21−γ − 1), der Einfachheit für
n = 1, lauten. Dann ist Cγ→0(1) = 21 − 1 = 1 und Cγ→1(1) = 20 − 1 = 0. Es stellt sich aber
die Frage, ob die Basis 2 stimmt, oder nicht doch eher durch einen Parameter gegeben ist.
Ein allgemeiner Ansatz und nicht-lineares Fitten führen dann zu dem Ausdruck

C(1) =
e1−γ − 1

e− 1
, (2.48)

der gut zu den Ergebnissen von künstlichen gaußverteilten Reihen paßt. Dabei ist C(1) ei-
ne Funktion von γ und eingeschränkt auf den Bereich 0 < C(1) < C(0). Für Abb. 2.14
wurden langzeitkorrelierte Reihen mit der FFM erzeugt und deren Nächstenachbarkorrela-
tionen 〈τiτi+1〉 berechnet, für verschiedene Korrelationsexponenten γ, Abb. 2.14a), und Rei-
henlängen N , Abb. 2.14b). Es zeigt sich eine schwache Systemgrößenabhängigkeit (

”
finite-

size-effect“) bei Reihenlängen bis N . 1 000, dessen Ursache unklar ist, der Grenzwert wird
aber schnell erreicht. Möglicherweise spielt dabei die Art der Reihenerzeugung eine Rolle. Die
Abhängigkeit der 〈τiτi+1〉 von dem Fluktuationsexponenten α in Abb. 2.14a) läßt sich bis
auf α . 0,8 mit Gl. (2.48) erklären. Die Abweichungen sind entweder auf die Erzeugung der
Reihen mittels FFM zurückzuführen, oder auf den Verlauf von 〈τiτi+1〉 für α ≥ 1. Bei α = 1,5,
dem Profil bzw.

”
Random Walk“ (Irrläufer), ist wegen Gl. (2.61) und (2.66) C(1) = 1 fest.

Wenn C(1) als Funktion von α an der Stelle α = 1 differenzierbar sein soll, also keine Ecke
aufweisen soll, dann muß die beobachtete Abrundung auftreten.
Ein Ausdruck für C(s), der die Bedingungen Gl. (2.44+2.45) und (2.47) mit Gl. (2.48) erfüllt,
lautet

C(s) =

(
1 +

[(
e1−γ − 1

e− 1

)− 1

γ
·n

− 1

]
· sn

)−γ/n

(2.49)

mit dem Parameter n aus Gl. (2.46). Dieser Ansatz berücksichtigt nicht C(1 < s < s×).
Vergleicht man Gl. (2.49) mit (2.46) dann sieht man, daß sich die beiden Zusammenhänge
nur um die eckige Klammer, einen in s konstanten Faktor f(γ) unterscheiden.

Leider ist Gl. (2.49) recht kompliziert und für die meisten Fragestellungen unbrauchbar. Man
muß bedenken, wieviel man mit dem unhandlichen Ausdruck und dem zusätzlichen Parameter
n gewinnt. Es ist eine Frage der Einfachheit. Für viele Anwendungen genügt es, die Propor-
tionalität (2.4) zu kennen. Braucht man eine Proportionalitätskonstante wie in Gl. (2.42),
dann bietet sich die Näherung

C(s) ≈ 〈τiτi+1〉 · s−γ , s ≥ 1 (2.50)

an, die sich aus Gl. (2.49) ableiten läßt. Als Proportionalitätsfaktor sind die Nächstenach-
barkorrelationen naheliegend, da sie die Bedingung Gl. (2.47) erfüllen. Diese Approximation
wird im Kap. 2.3.2 verwendet.
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Abschließend sei noch angemerkt, daß die Ausführungen in diesem Abschnitt auf der Idee
einer idealen langzeitkorrelierten Reihe beruhen. In der Praxis treten solche Idealfälle selten
auf. Normalerweise sind echte Reihen entweder mit unkorreliertem Rauschen überlagert (zu
kleines C(1)) oder zeigen Kurzzeitkorrelationen (zu großes C(1)), siehe Abb. 2.8. Mittels
Aggregation (Kap. 2.3.2) lassen sich solche Einflüsse zwar ausschalten, doch dann sind die
Reihen meist sehr kurz. Der Ausdruck Gl. (2.48) C(1) = f(γ) beschreibt also einen Idealfall
unter

”
Laborbedingungen“. Nichtsdestotrotz hat Gl. (2.50) eine gewisse Bedeutung in der

beschriebenen Folgewertstatistik und für Gl. (2.56) im nun folgenden Kap. 2.3.2.
Wird eine langzeitkorrelierte Reihe additiv mit unkorreliertem Rauschen überlagert, dann
findet man in der DFA zumindest auf kleinen Skalen eine zu kleine Steigung nahe 0,5 (siehe
oben). Im Gegensatz dazu werden bei der geschätzten Autokorrelationsfunktion solche Anteile
herausgemittelt und es ergibt sich trotzdem das Potenzgesetz auf kleinen Skalen, nur eben
tiefer – mit einem kleineren C(1).

2.3.2 Mittelwerte und Mittelwertdifferenzen

Langzeitkorrelationen

Ein gängiges Mittel zur Betrachtung von langfristigen Entwicklungen einer Zeitreihe ist das
gleitende Mittel (

”
moving“ bzw.

”
running average“). Dabei wird ein Fenster der Länge m

kontinuierlich über die Reihe geschoben und bei jedem Schritt der Mittelwert berechnet. Es
entsteht eine neue Reihe, die N −m+ 1 Werte lang ist.
Mit den folgenden Ausführungen sollen zum einen die Auswirkungen von Langzeitkorrela-
tionen auf Mittelwerte und Mittelwertsdifferenzen, veranschaulicht werden, wobei auch der
Vergleich zu Kurzzeitkorrelationen gezogen wird. Zum anderen dienen sie als Grundlage für
Kap. 3.3, wo Temperaturreihen der nördlichen Hemisphäre untersucht werden. Die Differen-
zen aus über viele Jahre gemittelten (aggregierten) Werten können als Anstieg (bzw. Abfallen)
aufgefaßt werden. Hier wird erörtert, welche typischen Differenzen aufgrund der Langzeitkor-
relationen natürlich auftreten.

Dazu werden in diesem Abschnitt zunächst Mittelwerte nicht überlappender Fenster (vgl.
DFA, Kap. 2.2.1) untersucht. Die Werte werden also wie im vorhergehenden Kapitel 2.3.1
aggregiert, so daß die enstehende Reihe int(N/m) Werte lang ist. Mit m = 365 werden etwa
aus täglichen Temperaturmessungen die Jahresmittelwerte.

Ausgehend von einer stationären Reihe der Länge N mit 〈τi〉 = 0 und σ2
0 ' 〈τ2

i 〉 = 1

ursprüngliche Reihe: τi i = 1, . . . , N

wird die

Mittelwertreihe: τ
(m)
i =

1

m

m∑

ν=1

τm·(i−1)+ν i = 1, . . . , int(N/m) (2.51)

gebildet.
Nun kann man nach der Standardabweichung dieser neuen Reihe fragen. Die Varianz lautet

σ2
(m) =

1

N/m− 1

N/m∑

i=1

(
τ

(m)
i

)2
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und mit Gl. (2.51)

σ2
(m) =

1

N/m− 1

N/m∑

i=1

(
1

m

m∑

ν=1

τm·(i−1)+ν

)2

.

Wenn man die erste Summe ausschreibt und Langzeitkorrelationen in der Form von Gl. (2.4)
betrachtet, kann man Gl. (2.12) verwenden (da bei der konventionellen FA gilt F (1) = σ0, ist
die Proportionalitätskonstante in Gl. (2.12) gleich der Standardabweichung σ0)

σ2
(m) =

1

N/m− 1
{( 1

m

m∑

ν=1

τν

︸ ︷︷ ︸
σ0mα

)2 + (
1

m

m∑

ν=1

τm+ν

︸ ︷︷ ︸
σ0mα

)2 + . . . }

=
1

N/m− 1

(
1

m2
σ2

0m
2α

)
N

m
,

so daß die Standardabweichung der Mittelwertreihe, Gl. (2.51), in Abhängigkeit von m lautet

σ(m) ' σ0 ·mα−1 ∼ m−γ/2 . (2.52)

Da der Fluktuationsexponent typischerweise im Bereich 0,5 ≤ α < 1,0 liegt, nimmt die Stan-
dardabweichung der Mittelwertreihe potenzgesetzartig mit wachsender Intervallgröße m ab.
Dabei fällt σ(m) für unkorrelierte Reihen sehr schnell ab, während es bei Langzeitkorrelatio-
nen deutlich größer ist. Diese wichtige Beziehung wurde z.B. in Abb. 2.13 verwendet, um die
Achsen zu skalieren.
Es sei noch angemerkt, daß

σ2
(m) =

F 2(m)

m2

gilt, wobei F (m) die Fluktuationsfunktion der konventionellen Fluktuationsanalyse ist. Dies
läßt sich damit verstehen, daß die Mittelwerte wie das Kumulieren der FA eine Summation
darstellen. Der Nenner 1/m2 taucht auf, weil bei der Mittelwertreihe Gl. (2.51) zusätzlich
durch m dividiert wird.

Im nächsten Schritt sollen Differenzen zwischen Werten der Mittelwertreihe berechnet werden
und speziell die Standardabweichung der Differenzen. Sie gibt an, welche langfristigen (bei
genügend großen m und q) typischen Zu- oder Abnahmen im Verlauf der Reihe auftreten.
Die Differenz zweier Mittelwerte τ (m), die durch q voneinander getrennt sind, wird definiert
durch

∆Ti(m, q) := τ
(m)
i+q − τ

(m)
i . (2.53)

Die Größe ist in Abb. 2.15 beispielhaft visualisiert. Bei dem Index i besteht eine gewisse
Willkür je nach dem, welcher Zeit die Mittelwerte bzw. die Differenz zugeordnet werden
sollen.
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Abbildung 2.15: Illustration zur Berechnung der Mittelwertdifferenzen ∆Tj(m, q). In Schwarz ist ein
Ausschnitt einer Zeitreihe (α = 0,75) gezeigt, dessen gleitendes Mittel, Gl. (2.58),
der Fenstergröße m = 30 gepunktet und braun gezeichnet ist. Die horizontalen
grünen Balken stellen die Mittelwerte τ (m) in den nicht überlappenden Fenstern
dar. Die Größe ∆Tj(m, q) wird definiert als Differenz zweier Mittelwerte, die durch
q voneinander getrennt sind (senkrechter blauer Maßstab), hier q = 5.

Die Varianz dieser Differenzen lautet weiter

σ2(m, q) =
1

(N/m − q)− 1

N/m−q∑

i=1

(∆Ti(m, q))
2 (2.54)

'
〈(

τ
(m)
i+q − τ

(m)
i

)2
〉

i=1...N
m
−q

= 〈τ (m)
i+q τ

(m)
i+q 〉+ 〈τ

(m)
i τ

(m)
i 〉 − 2 · 〈τ (m)

i+q τ
(m)
i 〉

' 2 ·
(
σ2

(m) − CV
(m)(q)

)

' 2 ·
(
σ2

(m) − CV(q ·m)
)
, (2.55)

wobei CV
(m)(q) die Autokovarianzfunktion, Gl. 2.2, der Mittelwertreihe τ

(m)
i in der Aggrega-

tionsstufe (m) ist als Funktion der Skala q. Ferner wurde im letzten Schritt die Näherung
C(m)(q) ≈ C(m · q) unter der Voraussetzung eines asymptotischen Potenzgesetzes genutzt.

Das '-Zeichen wurde verwendet, weil die Varianz durch σ2
0 = 1

n−1

∑n(x− 〈x〉)2 gegeben ist,

die Mittelung aber durch 〈.〉 = 1
n

∑n(. . . ), was für große n egal ist (n− 1 ' n).
Setzt man Gl. (2.52) in (2.55) ein und zieht die Wurzel, um die Standardabweichung zu
erhalten, so ergibt sich für Langzeitkorrelationen (0,5 ≤ α < 1,0) mit Gl. (2.50),

σ(m, q) =
√

2 ·
√
σ2

0m
2(α−1) − 〈τiτi+1〉(m · q)−(2−2α)

=
√

2σ0 ·m−(1−α)
√

1− C(1) · q−2(1−α) . (2.56)
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Abbildung 2.16: Veranschaulichung der Größen L, q und m bei der Berechnung der Mittelwertdif-
ferenzen ∆Ti. Das Fenster zur Berechnung der Mittelwerte bzw. gleitenden Mittel
hat die Größe m. Bei der Mittelwertdifferenz werden die Mittelwerte subtrahiert,
die entweder durch q Fenster voneinader getrennt sind (mittlere Reihe) oder durch
L Einheiten der ursprünglichen Reihe (obere Reihe). Es gilt Gl. (2.59): L = q ·m.

Wie zu erwarten, hängt σ(m, q) potenzgesetzartig von beiden Variablen m und q ab, und zwar
für 0,5 ≤ α < 1,0 mit m abfallend und mit q ansteigend, was sich intuitiv auch nachvollziehen
läßt. Für α > 1 werden die Werte von σ(m, q) wieder kleiner, weil die Vorgabe einer endlichen
Standardabweichung (in der Regel σ0 = 1) die Differenzen klein werden läßt. Die Reichweite
des Random Walk kommt nicht weit über±1 hinaus, da er herunterskaliert wird. Ein ähnlicher
Effekt wird von Kantelhardt u. a. 2000 [112] beschreiben.
Als obere und untere Schranken kann man für σ(m, q)

√
2σ0m

−(1−α) > σ(m, q) >
√

2σ0m
−(1−α)

√
1− q−2(1−α) (2.57)

angeben, für q → ∞ bzw. 〈τiτi+1〉/σ0 → 1. Für den unkorrelierten Fall verschwinden die
Nächstenachbarkorrelationen und man erhält σ(m, q) =

√
2σ0m

−1/2.

Zur Verallgemeinerung sollen nicht nur ganzzahlige q möglich sein, sondern beliebige Abstände
zwischen den beiden Fenstern. Dazu ist das gleitende Mittel

τ̃
(m)
i :=

1

m

i+m2∑

j=i−m1

τj mit
m1 = m2 = int(m/2) für ungerade m
m1 = m/2 m2 = m/2− 1 für gerade m

(2.58)

über m Jahre erforderlich. Es wirkt glättend und stellt einen Tiefpaßfilter dar, siehe z.B. [38].
Außerdem wird definiert

L := q ·m , (2.59)

siehe Abb. 2.16, so daß in Abb. 2.15 L = q · m = 5 · 30 = 150 ist. Dann beschreibt

∆Tj(m,L) := τ̃
(m)
i+L − τ̃

(m)
i die Differenz zwischen den Punkten des gleitenden Mittels mit

Fenstergröße m (Gl. (2.58)), die um L Werte in der ursprünglichen Reihe τi getrennt sind.
Die Standardabweichung, Gl. (2.56), der ∆Tj(m,L) lautet dann für Langzeitkorrelationen
(0,5 ≤ α < 1,0)

σ(m,L) =
√

2σ0 ·m−(1−α)

√

1−C(1) ·
(
L

m

)−2(1−α)

. (2.60)

Für Abb. 2.17 wurden künstliche langzeitkorrelierte Reihen mittels FFM erzeugt. Zu diesen
konnten dann die Mittelwerte und deren Differenzen ∆Ti(m, q), Gl. (2.53), berechnet werden.
Die Standardabweichungen σ(m, q), Gl. (2.56), sind für verschiedene Parameter dargestellt.

37



2 Langzeitkorrelationen

100 101 102

m

10−1

100

σ(
m

,q
)

0 10 20 30 40 50
q

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
α

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

α=0.6

α=0.75

α=0.9

a) b) c)

α=0.75
q=5 m=30

m=30
q=5

Abbildung 2.17: Abhängigkeit der Standardabweichung der Mittelwertdifferenzen σ(m, q) von der
Fenstergröße m der Mittelwerte, von der Anzahl q der dazwischen liegenden Inter-
valle und von dem Fluktuationsexponenten α. a) Die Standardabweichung σ(m, q)
gegen die Fenstergröße m bei festem Intervallabstand q = 5 und für α = 0,75
(γ = 0,5), unter normierten Bedingungen σ0 = 1. b) σ(m, q) gegen q für m = 30
und die α-Werte 0,6; 0,75; 0,9 (γ = 0,8; 0,5; 0,2, von oben ◦, �, �). c) σ(m, q) gegen
den Fluktuationsexponenten α für m = 30 und q = 5 (σ0 = 1). Mit zunehmender
Ausprägung der Langzeitkorrelationen wächst die Standardabweichung der Mittel-
wertdifferenzen. Die durchgezogene Linie ist durch Gl. (2.56) gegeben, wobei C(1)
numerisch bestimmt wurde.

In Abb. 2.17a) findet sich das Potenzgesetz m−(1−α) wieder, das im Grunde auf das Aggre-
gieren in Gl. (2.51) zurückzuführen ist. Ferner wächst die Standardabweichung σ(m, q) mit
zunehmendem Abstand zwischen den Mittelwertfenstern, wie in Abb. 2.17b) zu sehen ist.
Erwartungsgemäß ist die Verteilung der Mittelwertdifferenzen ∆Ti(m, q) bei stärkeren Lang-
zeitkorrelationen breiter (Abb. 2.17c)).
Bei α nahe 1, sind die Langzeitkorrelationen an der Grenze zur Instationarität. Da die Reihen
normiert sind, werden die Fluktuationen klein gehalten [112], so daß es in diesem Bereich zu
Abweichungen zwischen den berechneten und den theoretischen Werten kommt.

Die Größe σ(m,L), Gl. (2.60) wird in Kap. 3.3 genutzt, um die natürliche Variabilität von
Temperatur-Rekonstruktionen der nördlichen Hemisphäre zu quantifizieren. Dabei spielen die
hier gewonnenen Erkenntnisse über den Einfluß von Langzeitkorrelationen eine wesentliche
Rolle. Für die auftretenden Abweichungen lassen sich Wahrscheinlichkeiten bestimmen. Ist
eine solche sehr klein, so ist der Verdacht begründet, daß es sich um einen Trend handelt.
Dabei werden jedoch keine direkten Aussagen über Trends gemacht, es kann lediglich quan-
tifiziert werden, wie unwahrscheinlich starke Anstiege oder Abfälle sind.

Kurzzeitkorrelationen

An den vorhergehenden Abschnitt anknüpfend werden zum Vergleich nun die Differenzen der
Mittelwertreihe und die Standardabweichung der Differenzen für kurzzeitkorrelierte Reihen
behandelt. Hierzu kann man den einfachsten autoregressiven Prozeß (AR1) untersuchen. Er
stellt nur ein simples Element einer großen Klasse von Kurzzeitprozessen dar, der sog. ARMA-
Modelle [11]. Dabei setzt sich das Akronym aus AR für

”
autoregressiv“, also selbst-rückgrei-
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fend, und MA für
”
moving average“ (gleitendes Mittel) zusammen. Sie bilden allgemeine

lineare Modelle für stationäre und stochastische Prozesse.
Das AR1-Modell lautet iterativ

τi+1 = λ · τi + ηi 0 < λ < 1 (2.61)

mit der unkorrelierten gaußverteilten Reihe ηi mit 〈ηi〉 = 0 und einem Startwert τ0, z.B. 0.
Die resultierende Varianz 〈τ 2

i 〉 hängt von der Varianz 〈η2
i 〉 und λ ab, siehe Gl. (2.67). Der

Parameter λ steuert die Stärke der Kurzzeitkorrelationen. Je größer er gewählt wird, desto
mehr geht der letzte Wert in den neuen ein.
Multipliziert man Gl. (2.61) mit τi und bestimmt die Mittelwerte, dann ist

τi+1 · τi = λ · τ2
i + ηiτi

〈τiτi+1〉 = 〈λτ2
i 〉+ 〈ηiτi〉

〈τiτi+1〉 = λσ2
0 , (2.62)

da τi und ηi unabhängig voneinander sind (〈ηiτi〉 = 0).
Schreibt man λ = λ1, dann gilt für die Autokovarianzfunktion allgemein bei dem Übergang
1→ s:

CV(s) = 〈τiτi+s〉 = λs · σ2
0 (2.63)

oder = σ2
0 es ln λ 0 < λ < 1 → lnλ < 0

CV(s) = σ2
0 e−s/s× mit s× :=

−1

lnλ
(2.64)

C(s) = e−s/s× .

Die Autokovarianzfunktion des einfachen autoregressiven Modells, Gl. (2.61), entspricht also
an der Stelle s = 0 der Varianz (CV(0) = σ2

0) und fällt sonst mit der Korrelationslänge s×
exponentiell ab, die direkt mit λ zusammenhängt. Das heißt nach s× fällt CV(s) auf den
1/e-ten Teil von σ2

0 ab.

Analog kann auch hier eine Mittelwertreihe τ
(m)
i untersucht werden, Gl. (2.51). Die Varianz

lautet

σ2
(m) =

1

N/m− 1

N/m∑

i=1

(
τ

(m)
i

)2

=
1

N/m− 1

N/m∑

i=1

(
1

m

m∑

ν=1

τm·(i−1)+ν

)2

'
〈(

1

m

m∑

ν=1

τm·(i−1)+ν

)2〉

=

〈
1

m2

m∑

r=1

m∑

s=1

τrτs

〉
,

was noch unabhängig von der Form der Korrelationen ist. Beim letzten Schritt wurde das
Quadrat ausgeführt (mit neuen Indizes), so daß jeder Eintrag der τi-Reihe mit jedem an-
deren multipliziert wird. In der Doppelsumme werden alle Einträge dieser m × m-Matrix
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aufsummiert. Sie kann aufgeteilt werden in Einträge mit gleichen Indizes (Diagonale mit m
Einträgen) und Einträgen mit ungleichen Indizes auf den Nebendiagonalen mit der Länge
|m− l| (im folgenden Ausdruck). Da die Matrix symmetrisch ist (τrτs = τsτr) gilt:

σ2
(m) =

1

m2

(
m · CV(0) + 2 ·

m−1∑

l=1

(m− l)CV(l)

)
.

Setzt man den Ausdruck Gl.(2.64) als Autokovarianzfunktion ein, so ergibt sich [58]

σ2
(m) =

σ2
0

m2

(
m+ 2

m−1∑

l=1

(m− l) e−l/s×

)

=
σ2

0

m2

(
m+ 2

m−1∑

l=1

m · al − 2
m−1∑

l=1

l · al

)
mit a := e−1/s×

=
σ2

0

m2

(
m+ 2m

m−1∑

l=1

al − 2 · a · d

da

m−1∑

l=1

al

)

=
σ2

0

m2

(
m+ 2m

(
am − 1

a− 1
− 1

)
− 2a

d

da

(
am − 1

a− 1
− 1

))

=
σ2

0

m2

(
m+ 2m

am − 1

a− 1
− 2m− 2a

(
mam−1

a− 1
− am − 1

(a− 1)2

))

=
σ2

0

m2

(
−m− 2m

1

a− 1
+ 2

am+1 − a
(a− 1)2

)

=
σ2

0

m2

(
m

1 + a

1− a + 2
am+1 − a
(a− 1)2

)

=
σ2

0

m2

(
m

1 + e−1/s×

1− e−1/s×
+ 2

e−(m+1)/s× − e−1/s×

(e−1/s× − 1)2

)

=
σ2

0

m2

(
m

1 + λ

1− λ + 2
λm+1 − λ
(λ− 1)2

)

und

σ2
(m) = σ2

0

2(λm+1 − λ)−m(λ2 − 1)

m2(λ− 1)2
.

Für Kurzzeitkorrelationen des AR1-Prozesses lautet die Varianz der Differenzen zwischen zwei
Werten der Mittelwertreihe τ

(m)
i , die um q Segmente voneinander getrennt sind, mit Gl. (2.55)

und Gl. (2.63)

σ2(m, q) ' 2 ·
(
σ2

(m) − CV(q ·m)
)

= 2

(
2(λm+1 − λ)−m(λ2 − 1)

m2(λ− 1)2
σ2

0 − λq·mσ2
0

)

und somit für die Standardabweichung

σ(m, q) =
√

2σ0

√
2(λm+1 − λ)−m(λ2 − 1)−m2(λ− 1)2λqm)

m2(λ− 1)2
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2.3 Eigenschaften langzeitkorrelierter Datenreihen

Abbildung 2.18: Beispiel einer langzeitkorrelierten Reihe, erzeugt mit der FFM, und einer kurzzeit-
korrelierten, erzeugt mit dem AR1-Prozeß, mit gleichen Nächstenachbarkorrelatio-
nen C(1) und Standardabweichung σ0 = 1. Aufgetragen sind die τi gegen den Index i
für a)+b) Langzeitkorrelationen und c)+d) Kurzzeitkorrelationen. In a)+c) sind
zusätzlich die gleitenden Mittel der Fenstergröße m = 30 eingezeichnet. Auf kleinen
Zeitskalen, Teilbilder b)+d), sehen sich beide Reihen qualitativ ähnlich, während
sich die langzeitkorrelierte Reihe in a) auf großen Skalen weiter und länger vom
Mittel entfernt als die kurzzeitkorrelierte in c), z.B. bei i ≈ 2 800.

bzw. wieder mit q = L
m , vgl. Abb. 2.16,

σ(m,L) =
√

2σ0

√
2(λm+1 − λ)−m(λ2 − 1)−m2(λ− 1)2λL)

m2(λ− 1)2
. (2.65)

Ganz ohne Korrelationen, also für λ = 0, erhält man σ(m, q) =
√

2σ0m
−1/2, was konsistent

mit dem Ergebnis für Langzeitkorrelationen ist.

Modellierung

1. Langzeitkorrelationen:
Ohne es explizit zu beschreiben, wurden langzeitkorrelierte Reihen bereits mit künstli-
chen Reihen modelliert. Dabei wurde die Annahme gemacht, daß die zu modellierende
Reihe gaußverteilt ist und ausschließlich Langzeitkorrelationen vorliegen. Die Modellie-
rung besteht dann aus

• Quantifizierung der Langzeitkorrelationen mittels DFA

• Erzeugung der Modellreihe(n) mittels FFM

• Gegebenenfalls Anpassung von Mittelwert und Standardabweichung.

2. Kurzzeitkorrelationen:
Ähnlich lassen sich Reihen mit Kurzzeitkorrelationen modellieren, speziell mit dem ein-
fachsten autoregressiven Prozeß (AR1). Dabei werden nur die Standardabweichung und
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2 Langzeitkorrelationen

die Korrelationen bei der Skala s = 1 modelliert. Da die Autokorrelationsfunktion ex-
ponentiell abfällt, stellt die Modellreihe also eine Approximation für kleine Skalen dar.
Auch hier gilt die Annahme der Gaußverteilung.

Um also eine Reihe zu erzeugen, die wie Gl. (2.64) korreliert ist, müssen in Gl. (2.61)
der Parameter λ, der mit der Korrelationslänge s× zusammenhängt, und die Varianz
des weißen Rauschens 〈η2〉 bekannt sein.
Sei xi die zu modellierende Reihe, dann folgt aus Gl. (2.62) unmittelbar

λ =
〈xixi+1〉
〈x2

i 〉
= C(1) . (2.66)

Ferner folgt aus Gl. (2.61)

xi+1 = λxi + ηi

ηi = xi+1 − λxi

η2
i = (xi+1 − λxi)

2

= x2
i+1 − 2λxixi+1 + λ2x2

i

〈η2
i 〉 = 〈x2

i+1 − 2λxixi+1 + λ2x2
i 〉

= 〈x2
i+1〉

(
1 + λ2

)
− 2λ〈xixi+1〉 ,

und mit Gl. (2.66)

〈η2
i 〉 = 〈x2

i 〉
(

1 +
〈xixi+1〉2
〈x2

i 〉2
)
− 2
〈xixi+1〉2
〈x2

i 〉

= 〈x2
i 〉 −

〈xixi+1〉2
〈x2

i 〉
〈η2

i 〉 = 〈x2
i 〉
(
1− λ2

)
,

so daß
ση ' σ0

√
(1− λ2) . (2.67)

Mit diesen Betrachtungen ist es nun also möglich, mit dem AR1-Prozeß, Gl. (2.61), dem
Parameter λ, gegeben durch Gl. (2.66), und der Standardabweichung von den unkorre-
lierten ηi, gegeben durch Gl. (2.67), zufällige kurzzeitkorrelierte Reihen zu erzeugen, die
die gleiche Standardabweichung und gleichen Nächstenachbarkorrelationen zeigen wie
die zu modellierende Reihe. Alternativ kann man auch das AR1-Modell mit gewünsch-
tem λ anwenden und die erzeugte Reihe nachträglich normieren.

Zum Vergleichen der Effekte und Auswirkungen von Lang- und Kurzeitkorrelationen, ist es
erforderlich, beide Typen zu modellieren, so daß sie ähnliche Eigenschaften aufweisen, konkret
betrifft das die kleinen Skalen, weil dies der

’
gemeinsame Nenner‘ beider ist.

Solch ein Paar einer langzeitkorrelierten Reihe und assoziierter kurzzeitkorrelierten Reihe
ist in Abb. 2.18 gezeigt. Über kleine Zeit sehen sich beide Reihen qualitativ ähnlich, aber
über große unterscheiden sie sich in ihrer Persistenz. Diese Reihen wurden für Abb. 2.19 mit
der direkt geschätzten Autokorrelationsfunktion und der konventionellen Fluktuationsanaly-
se untersucht. Aufgrund der Erzeugung sind sie stationär. Es zeigt sich, daß die Ergebnisse
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Abbildung 2.19: Vergleich von Lang- und Kurzzeitkorrelationen mit der geschätzten Autokorrela-
tionsfunktion und der konventionellen Fluktuationsanalyse. Zunächst wurde eine
langzeitkorrelierte Reihe mit α = 0,75 generiert (rot) und anschließend wurde mit
dem AR1-Prozeß, Gl. (2.61), eine kurzzeitkorrelierte Reihe erstellt (blau), die in σ0

und C(1) identisch mit der langzeitkorrelierten ist, Gl. (2.66) und (2.67). Gezeigt ist
die Autokorrelationsfunktion in a) doppelt-logarithmischer, b) halb-logarithmischer
und d) linearer Auftragung, außerdem in c) die konventionelle Fluktuationsana-
lyse in doppelt-logarithmischer Darstellung, siehe auch Abb. 2.4. Gestrichelt sind
die entsprechenden Steigungen eingezeichnet. Erwartungsgemäß sind σ0 und C(1)
bei beiden untersuchten Reihen gleich. Bei diesem einfachen Modell fällt C(s) der
kurzzeitkorrelierten Reihe sehr schnell ab, im Gegensatz zu der langzeitkorrelierten
Reihe, wo C(s) auch für große Skalen s positiv bleibt.

tatsächlich in σ0 und C(1) identisch sind (Abb. 2.19a)-d)). Die Langzeitkorrelierte Reihe ist
potenzgesetzartig korreliert, Gerade in a), und die kurzzeitkorrelierte Reihe ist exponentiell
korreliert, Gerade in b). Der Unterschied zwischen den beiden wird bei der Fluktuationsanaly-
se erst bei größeren Skalen s ≈ 10 deutlich. Mittels eines solchen Vergleichs kann man testen,
welche statistischen Eigenschaften Reihen haben, die sich auf kurzen Skalen ähneln. Das ist
dann relevant, wenn man prüfen will, wie sich die Unkenntnis von Langzeitkorrelationen aus-
wirkt.

In Abbildung 2.20 sind die Standardabweichungen der Mittelwertdifferenzen σ(m,L), aus
Gl. (2.53) und (2.54), in Abhängigkeit des Fluktuationsexponenten α für Langzeitkorrelatio-
nen und assoziierte Kurzzeitkorrelationen gezeigt. Tatsächlich gibt es den Exponenten α bei
Kurzzeitkorrelationen nicht bzw. er ist asymptotisch 0,5. Aufgrund der unterschiedlichen Na-
tur der Parameter α und λ kann man die beiden Prozesse eigentlich nicht direkt vergleichen.
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Abbildung 2.20: Standardabweichung der Mittelwertdifferenzen in Abhängigkeit der Stärke der Lang-
zeitkorrelationen im Vergleich mit Kurzzeitkorrelationen. Aufgetragen ist σ(m,L)
gegen den Fluktuationsexponenten α. Dargestellt sind mit roten Symbolen die Wer-
te für langzeitkorrelierte Reihen und mit blauen die Werte für die assoziierten
kurzzeitkorrelierten Reihen, Gl. (2.61, 2.66, 2.67). Die Symbole zeigen die nume-
risch bestimmten Werten und die durchgezogenen Linien den Zusammenhang nach
Gl. (2.60) bzw. (2.65), wobei für ersteres die Nächstenachbarkorrelationen numerisch
bestimmt wurden, vgl. Abb. 2.17c). Zudem sind gepunktet die oberen und unte-
ren Grenzen für Langzeitkorrelationen nach Gl. (2.57) aufgetragen. Die horizontale
schwarze Linie stellt die Werte für unkorrelierte Reihen dar (α = 0,5). Folgende
Parameterkombinationen sind gezeigt: a) m = 10, L = 100 (q = 10); b) m = 20,
L = 100 (q = 5); c) m = 30, L = 100 (q = 3.33) und d) m = 50, L = 100 (q = 2).
Im relevanten Bereich 0,5 < α . 0,85 liegen die σ(m,L) für Langzeitkorrelationen
je nach Parameter deutlich über denen für das assoziierte AR1-Modell.

Deswegen muß man bei Abb. 2.20 im Hinterkopf behalten, daß die assoziierten kurzzeit-
korrelierten Reihen in σ0 und C(1) gleich sind mit denen der langzeitkorrelierten bei einem
Exponenten α. Man hätte auch λ an der Abszisse auftragen können. Es zeigt sich eine gute
Übereinstimmung zwischen den σ(m,L) von künstlichen Reihen und den theoretischen Kur-
ven, nach Gl. (2.60) und (2.65). Die Vorhersage für die Langzeitkorrelationen ist vor allem bei
sehr starken Langzeitkorrelationen nicht so gut, was vermutlich mit dem Übergang zum insta-
tionären Bereich bei α = 1, siehe Gl. (2.13), zu begründen ist. Für α . 0,85 liegen die σ(m,L)
für Langzeitkorrelationen je nach Parameter m und L deutlich über denen der Kurzzeitkorre-
lationen. Daß letztere sich dann doch stärker als die Langzeitkorrelationen auswirken, ist auf
die großen λ bei großen α zurückzuführen, denn für λ → 1 stellt der AR1-Prozeß ein Profil
dar. An Abb. 2.20 kann man erkennen, daß sich Langzeitkorrelationen deutlicher auswirken,
wenn man die Fenstergröße des gleitenden Mittels m größer wählt.
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Abbildung 2.21: Beispiele von linearen Regressionen, die in Reihen unterschiedlicher Fluktuations-
exponenten gefunden werden können. Gezeigt sind die normierten Reihen selbst,
die mit der FFM erzeugt wurden (bis auf a)) mit den Fluktuationsexponenten a)
α = 0,5; b) α = 0,7 und c) α = 0,9. In Fenstern der Größe s = 50 (orange) und
s = 100 (grün) wurden die linearen Regressionen eingezeichnet, deren Steigungen
in der Nähe der Geraden angegeben sind. Es ist zu sehen, daß die Steigungen für
s = 100 kleiner sind als für s = 50. Außerdem nimmt ihr Betrag mit größeren α, also
stärkeren Langzeitkorrelationen, zu, während für die oberste unkorrelierte Reihen
nur sehr kleine Steigungen gefunden werden.

Allerdings handelt es sich bei den hier untersuchten Kurzzeitkorrelationen um die einfachste
Form. Wegen der Vorgabe gleicher σ0 und C(1) fällt Korrelationslänge eher klein aus, was
sich erst bei großen λ und somit großen α ändert.
Voraussetzung für die Ausführungen in diesem Abschnitt ist die Gaußverteilung. Wie sich
die Zusammenhänge bei anderen Grundverteilungen verhalten, wurde nicht untersucht. Zwei
Spezialfälle wären noch zu nennen. Die Wahl L = m wird im folgenden Kap. 2.3.3 verwen-
det. Für L = 1 fallen bis auf den ersten und letzten Summanden alle aus den Mittelwerten
heraus, so daß man wieder etwas wie die Fluktuationsfunktion der konventionellen FA erhält
(σ(m,L = 1) = F (m)/m).

2.3.3 Auswirkungen auf lineare Regressionen

Im vorhergehen Kapitel 2.3.2 wurde ausgeführt, wie bei langzeitkorrelierten Reihen Abwei-
chungen der Zufallsgröße von ihrem Mittelwert auftreten, so daß solche Abschnitte trendähn-
lich erscheinen können, ohne dabei tatsächlich instationär zu sein. Ein ähnlicher Ansatz be-
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Abbildung 2.22: Beispiel einer Differenz aus Mittelwerten in zwei benachbarten Fenstern ∆T (m, q=1)
und lineare Regression darin. Gezeigt ist eine beliebige Reihe τi gegen i mit zwei
Fenstern der Größe m = 100 deren Mittelwerte als grüne horizontale Balken und
blau Kreise dargestellt sind. Rot gestrichelt ist die lineare Regression über beide
Fenster eingezeichnet. Die Differenz und die Steigung sind bis auf die Division durch
die Fensterbreite (wegen des Differenzenquotienten) annähernd gleich.

steht darin, nicht Differenzen von Mittelwerten zu betrachten, sondern direkt Steigungen zu
berücksichtigen. Intuitiv sind ähnliche Ergebnisse zu erwarten, da sich die Differenzen nur um
die Division durch die Fensterbreite von dem Differenzenquotienten (Steigung) unterscheiden.

Den Effekt der trendähnlichen Epochen kann man untersuchen, indem in einer Reihe der
Länge N in Fenstern der Größe s lineare Regressionen durchgeführt werden, siehe Abb. 2.21.
Man erhält dann die Verteilung der auftretenden Steigungen, die bei einer stationären Reihe
einen Mittelwert nahe Null hat und die Standardabweichung σStg(s). Man erwartet, daß die
Verteilung um so schmaler wird, je größer die Fenster sind, in die die Ausgleichsgeraden gelegt
werden. Außerdem ist eine Erhöhung von σStg(s) zu erwarten, je stärker die Langzeitkorrela-
tionen sind, vgl. Abb. 2.21.
Vjushin u. a. 2001 [216] haben für die kumulierte Reihe Gl. (2.9) die Proportionalität σStg(s) ∼
s−(1−α) hergeleitet und belegt. Da hier die eigentliche Reihe τi untersucht wird, ist σStg(s) ∼
s−(2−α) zu erwarten, denn das Aufsummieren zum Profil stellt eine Integration dar.

Eine Näherung für die Abhängigkeit der σStg(s) läßt sich ausgehend von den Überlegungen
zu Mittelwertdifferenzen anstellen. Abb. 2.22 zeigt beispielhaft eine beliebige Reihe. In zwei
benachbarten Fenstern der Größe m wurden die Mittelwerte und deren Differenz ∆T (m, q)
bestimmt. Die lineare Regression durch beide Fenster hat dann ungefähr die gleiche Steigung
wie ∆Ti(m, q)/m.
Also kann man mit Gl. (2.56) für q = 1

σ(m, 1) =
√

2σ0m
−(1−α)

√
1− C(1)

schreiben. Um die Steigung zu erhalten, muß zusätzlich durch die Fensterbreite m dividiert
werden (Differenzenquotient). Darüberhinaus wird in Abb. 2.22 die Regression in der Fen-
sterbreite 2m durchgeführt, die Differenz ∆T (q,m) bezieht sich aber aber auf L = qm = 1m,
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Abbildung 2.23: Standardabweichung der auftretenden Steigungen σStg(s) in Abhängigkeit der Fen-
sterbreite s für verschiedene künstliche langzeitkorrelierte Reihen mit Fluktuations-
exponenten α. Aufgetragen sind die gefundenen Werte (schwarze ◦) für die simulier-
ten Reihen und die theoretischen Kurven nach Gl. (2.68) (rote Geraden) gegen s.
Gezeigt sind a) α = 0,5; 0,6; . . . ; 0,9 und b) α = 0,55; 0,65; . . . ; 0,95. Für jeden Punkt
wurde eine generierte gaußverteilte Reihe der Länge N = 1 048 576 untersucht. Für
die theoretischen Kurven wurde kein Fit verwendet, sondern nur die vorgegebenen
Werte für α und die numerisch bestimmten Werte von C(1). Bei Langzeitkorrela-
tionen nimmt die Breite der Verteilung der auftretenden Steigungen also potenzge-
setzartig mit der Fenstergröße der Regressionen ab. Vom Betrag her treten um so
größere Steigungen auf je stärker die Langzeitkorrelationen.

so daß m = s/2 mit s ≥ 2 ersetzt werden muß. Dann ergibt sich:

σStg(s)
m=s/2
≈ σ(m, 1)/m

m=s/2
≈

√
2σ0m

α−2
√

1− C(1)

≈
√

2σ0

(s
2

)α−2√
1− C(1) ,

also

σStg(s) ≈ 22,5−ασ0s
α−2
√

1− C(1) . (2.68)

Gleichung (2.68) ist für s = 2 konsistent mit der Standardabweichung der Differenzenrei-
he bzw. Reihe der Inkremente (die

”
Regression“ durch zwei aufeinanderfolgende Werte ist

gleichzusetzen mit ihrer Differenz):

〈
(τi+1 − τi)2

〉
=

〈
τ2
i+1 − 2τi+1τi + τ2

i

〉

= 2σ2
0 − 2CV(1)

σStg(2) =
√

2σ0

√
1− C(1) .

Um diesen Ausdruck für die Standardabweichung der auftretenden Steigungen in Fenstern
der Länge s, Gl. (2.68), in einer langzeitkorrelierten Reihe mit Fluktuationsexponenten α zu
prüfen, wurden wie zuvor künstliche Reihen mit der Fourier Filter Methode (FFM), siehe
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Abbildung 2.24: Abhängigkeit der Standardabweichung der auftretenden Steigungen von dem Fluk-
tuationsexponenten und Standardabweichung der auftretenden Steigungen in der
Temperaturreihe von Uppsala [12, 151]. a) Dargestellt sind die numerisch bestimm-
ten Standardabweichungen σStg(s) (schwarze �) für s = 10 000, vgl. Abb. 2.23, und
die theoretischen Werte (durchgezogene rote Linie) nach Gl. (2.68), aufgetragen ge-
gen den Fluktuationsexponenten α. Zwischen den Werten von σStg(s) für α = 0,5
und α = 0,65, der typisch ist für Temperaturreihen, liegt mehr als ein Faktor 2. b)
zeigt die Standardabweichung von den in der Temperaturreihe von Uppsala [12, 151]
auftretenden Steigungen (◦) gegen die Fitfensterbreite s. In grün ist ferner mit Bezug
auf Gl. (2.68) und mit α = 0,65 eine Gerade proportional zu s0,65−2 eingezeichnet.
Der Fluktuationsexponent, der mittels der DFA bestimmt wurde, spiegelt sich also
auch in der Größe σStg(s) wieder.

Kap. 2.2.3, für verschiedene α erzeugt und σStg(s) von ihnen berechnet. Die Ergebnisse sind
in Abb. 2.23 zusammen mit der theoretischen Abhängigkeit, Gl. (2.68), dargestellt. Die Pro-
portionalität s−(2−α) wird durch die Parallelität der gemessenen Werte und der theoretischen
Kurven bestätigt. Bei Langzeitkorrelationen nimmt die Standardabweichung der auftreten-
den Steigungen mit der Fitfenstergröße ab, aber mit dem Fluktuationsexponenten zu. Die
vertikale Lage, die durch den Proportionalitätsfaktor 22,5−ασ0

√
1−C(1) gegeben ist, stimmt

nicht ganz so gut. Nur auf kleinen Skalen, wo die gemessenen σStg(s) eine Krümmung nach
oben – ähnlich dem Artefakt der DFA – aufweisen, stimmen die Werte besser überein. Grob
stellt Gl. (2.68) aber eine passable Näherung dar. Für die Abb. 2.23 und 2.24 wurden keine
Fitparameter verwendet.
Die Abhängigkeit der Standardabweichung σStg(s) von dem Fluktuationsexponenten α ist in
Abb. 2.24a) für das Beispiel s = 10 000 grafisch dargestellt. Die Stärke der Langzeitkorrela-
tionen wirkt sich sehr auf die auftretenden Steigungen aus. Zwischen dem Wert für α = 0,5
(unkorreliert) und α = 0,95 (fast instationär) liegt ungefähr ein Faktor 20. Zwischen α = 0,5
und α = 0,65 (typischer für Temperaturreihen) ist es ca. ein Faktor 2, so daß vom Betrag
ungefähr doppelt so große Steigungen auftreten.

In Abb. 2.24b) ist die Standardabweichung der auftretenden Steigungen für die Temperatur-
reihe von Uppsala [12, 151] aufgetragen gegen die Fitintervallänge s. Die gemessenen Werte
laufen ungefähr parallel zu der eingezeichneten Geraden ∼ s0,65−2, was den mit der DFA
bestimmten Fluktuationsexponenten α = 0,63 bestätigt. Bei kleinen s-Werten ist die Kurve
flacher, wie es wegen der angesprochenen Kurzzeitkorrelationen zu erwarten ist. Die Kor-
relationsstruktur spiegelt sich also in der Größe σStg(s) wieder. Eine Untersuchung wie für
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2.3 Eigenschaften langzeitkorrelierter Datenreihen

Abb. 2.24b) ließe sich auch anstellen, wenn man statt der Standardabweichung der Steigun-
gen die der Mittelwerte aufträgt. Man würde dann wegen Gl. (2.52) die Proportionalität sα−1

erhalten.

Folgende Erkenntnisse lassen sich zusammenfassen:

• Die Standardabweichung der auftretenden Steigungen in einer langzeitkorrelierten Reihe
fällt potenzgesetzartig mit wachsender Fitintervallänge ab, Abb. 2.23.

• Der Exponent des Potenzgesetzes hängt in der Art mit dem Fluktuationsexponenten α
zusammen, daß σStg(s) mit stärkeren Korrelationen zunimmt, Abb. 2.24a).

• Die Standardabweichung σStg(s) läßt sich mit Gl. (2.68) annähernd beschreiben.

• In langzeitkorrelierten Reihen treten vom Betrag her größere Steigungen auf (die fälsch-
licherweise als Trends interpretiert werden können) als in unkorrelierten Reihen, siehe
Abb. 2.21.

Persistenz, insbesondere Langzeitkorrelationen, äußern sich als statistische Tendenzen, die
über längere Zeit auftreten und wie Trends erscheinen. Bei echten gemessenen Daten, die
auch Langzeitkorrelationen aufweisen, führt dieses Charakteristikum zu einem Abgrenzungs-
problem zwischen einer statistischen stationären Komponente und einer deterministischen
systematischen Änderung, siehe Gl. (2.17). Die Identifikation von Trends ist Gegenstand von
Kap. 3.
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3 Analyse langjähriger Temperaturreihen:
Langzeitkorrelationen und Trends

Das vorhergehende Kapitel widmete sich der Charakterisierung von Langzeitkorrelationen als
besondere Form der statistischen Abhängigkeit in der Anordnung von Datenelementen. Dabei
wurden Grundbegriffe definiert und einige Eigenschaften und Auswirkungen der Langzeitkor-
relationen erörtert. Dank der modernen DFA-Methode und ihrer multifraktalen Erweiterung
ist es möglich, die Langzeitabhängigkeiten zuverlässig zu quantifizieren.
Gegenstand dieses Kapitels ist zunächst die systematische Untersuchung von langen model-
lierten und gemessenen Temperaturreihen mit dem DFA-Verfahren. Dabei wird einerseits die
Ubiquität von Langzeitkorrelationen in klimatischen Temperaturreihen untersucht. Anderer-
seits werden die Simulationsläufe des betrachteten Klimamodells in dieser Hinsicht evaluiert.

Anschließend richtet sich die Fragestellung nicht mehr nach den zufälligen Änderungen in
den Reihen, sondern nach den deterministischen, systematischen. Es geht dann um Insta-
tionaritäten, speziell des Mittelwertes, also um Trends. Ein einfaches Beispiel ist der Jah-
resgang, der normalerweise ausgeblendet wird. Er hat einen deterministischen Verlauf und
man kann vorhersagen, daß es in Potsdam im Sommer normalerweise um rund 18

�
wärmer

ist als im Winter (Abb. 2.2). Dieser periodische Trend ist wegen der im Verhältnis zur Rei-
henlänge kurzen Periodendauer noch relativ unkompliziert. Schwieriger ist es, langfristige
Trends von Langzeitkorrelationen zu unterscheiden, da letztere wegen ihrer ausgeprägten
Berg-und-Tal-Struktur trendähnlich erscheinen können, siehe Kap. 2.3, speziell Kap. 2.3.3.
Umgekehrt können Trends, z.B. linearer Art, die mit Rauschen überlagert sind, Korrelatio-
nen vortäuschen, da beispielsweise zu Beginn tendenziell kleine Werte auf kleine folgen und
am Ende eher große auf große.
Nur Dank trendbereinigender Methoden wie der DFA ist es überhaupt möglich, bei der Anwe-
senheit von Trends Korrelationen zu charakterisieren. Dabei hat man aber noch nichts über
den unterliegenden Trend gelernt, denn die lokalen Trends aus Schritt 4 der DFA (S. 10) wer-
den nicht weiter berücksichtigt. In [216] wurde zwar versucht, diese Information zu verwerten,
der beobachtete Effekt ist aber nicht ausreichend, um schwache Trends zu detektieren.

Hier wird das Problem in zwei unterschiedlichen Situationen mit verschiedenen Ansätzen
angegangen. Zunächst findet eine DFA-basierte Herangehensweise exemplarisch bei einer re-
gionalen Analyse der Temperatur in Zentralasien Anwendung. Der zweite Ansatz verwendet
gleitende Mittel und ihre Differenzen. Er wird für eine größere Skala, nämlich die räumlich
gemittelte oberflächennahe Temperatur der nördlichen Hemisphäre, verfolgt.
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3 Analyse langjähriger Temperaturreihen: Langzeitkorrelationen und Trends

3.1 Langzeitkorrelationen in modellierten und gemessenen
Temperaturreihen

In diesem Kapitel werden Temperaturreihen des globalen Klimamodells ECHO-G analysiert.
Es handelt sich um ein gekoppeltes Atmosphären-Ozeanmodell, dessen oberflächennahe Tem-
peratur aus langen Simulationen mit der Trendbereinigenden Fluktuationsanalyse räumlich
differenziert untersucht wird. Dabei geht es um einen Kontrollauf, bei dem keine äußeren
Einflüsse (Antriebe) wirken, und um eine historische Simulation, bei der Variationen in der
Sonneneinstrahlung und der Treibhausgaskonzentrationen berücksichtigt werden. Die Lang-
zeitkorrelationen in den modellierten Temperaturen werden mit den Ergebnissen für gemes-
sene Reihen verglichen.
In dem folgenden Unterkapitel wird zunächst mit Bezug auf frühere Arbeiten die Fragestellung
formuliert. Das Klimamodell und die betrachteten Simulationen werden dann in Kap. 3.1.2
kurz vorgestellt. In Kapitel 3.1.3 folgen die Analyseergebnisse, die abschließend diskutiert
werden.

3.1.1 Motivation

Nachdem von Koscielny-Bunde u. a. 1998 [120] Anzeichen universeller Langzeit-Persistenz in
den Reihen oberflächennaher Temperatur gefunden wurden [119, 122], kam die Idee auf, diese
Eigenschaft zu nutzen, um globale Klimamodelle zu evaluieren. Schließlich können Langzeit-
korrelationen trendähnlich wirken (siehe z.B. [35] und Kap. 2.3), so daß von diesem Stand-
punkt aus langfristige Klimavorhersagen nur dann erfolgreich sein können, wenn die Lang-
zeitkorrelationen korrekt simuliert werden. Deshalb wurden von Govindan u. a. 2001 [84]
erstmals Klimamodelle mit der DFA getestet. Es folgten weitere Arbeiten [85, 215], die für
sechs verschiedene Standorte die Temperaturreihen von sieben Modellen und zwei Szenarien
testeten. Die Studien zeigen, daß die Modelle jener Zeit das universelle Skalenverhalten nicht
gut reproduzieren konnten (siehe auch [85, 176, 223, 126]). Erst neuere Modellansätze, die
auch Vulkanaktivität berücksichtigen, verbesserten die Umsetzung der Langzeitkorrelationen
[225], siehe auch [17, 224]. Vyushin u. a. 2004 [225] haben das NCAR PCM (

”
National Cen-

ter for Atmospheric Research, Parallel Climate Model“) getestet. Eines der Motive zu der
in diesem Kapitel vorgestellten Untersuchung war es also, das ECHAM4-Modell (setzt sich
aus

”
European Centre for Medium Range Weather, das Modell auf dem ECHAM basiert,

und Hamburg zusammen) in seiner Fähigkeit, Langzeitkorrelationen in der oberflächennahen
Temperatur zu reproduzieren, zu evaluieren.

Ein anderer Aspekt ist die Universalität der Langzeitkorrelationen in der oberflächennahen
Temperatur. Eichner u. a. 2003 [61] finden in einer umfangreichen Untersuchung von 95 Tem-
peraturreihen, daß die gefundenen Fluktuationsexponenten nur gering um 0,65 streuen. Das
gilt für hohe Lagen, Küsten und selbst für sehr kontinentale Standorte. Einzige Ausnahme
bilden Stationen auf Inseln, wo tendenziell größere Exponenten gefunden wurden, die auch
über einen weiteren Wertebereich verteilt sind. Dem entgegen berichten Fraedrich und Blen-
der 2003 [69] von verschwindenden Langzeitkorrelationen inmitten der Kontinente und von
1/f -Rauschen (α = 1) über den Ozeanen. Der Argumentation zufolge werden die Langzeitkor-
relationen von den Ozeanen verursacht und müßten folglich im Inland verschwinden. Strittig
ist also vor allem, ob α = 0,65 für das stark kontinentale Klima, z.B. in Asien, gilt. Bunde
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3.1 Langzeitkorrelationen in modellierten und gemessenen Temperaturreihen

u. a. 2004 [29] haben aber auf Fehler in [69] hingewiesen (siehe auch [70]). Einerseits wur-
den die Steigungen in dem von [69] gezeigten Beispiel nicht korrekt bestimmt. Andererseits
wurden räumlich gerasterte Daten analysiert, die nicht die Qualität von Reihen einzelner
Klimastationen haben. Während in [16] zwei Modelle, darunter ECHAM4, für die Zeiträume
1860-2099 und 2000-2099 (Szenario IS92a) in monatlicher Auflösung untersucht wurden, dient
in [69] der 1 000-jährige Kontrollauf des ECHAM4/HOPE-Modells (

”
Hamburg Ocean Prim-

itive Equation“) als Datengrundlage. In beiden Fällen berichten die Autoren von α ≈ 0,5
bei innerkontinentalen Bereichen. Ein Ziel dieses Kapitels ist es also auch, diese Resultate zu
hinterfragen und dabei die Rolle äußerer Einflüsse zu verifizieren.

In diesem Zusammenhang ist es ferner interessant, zu prüfen, wie lang die Langzeitkorrelatio-
nen reichen. Die längsten instrumentell gemessenen Reihen sind 100 bis 200 Jahre lang, oder
im Fall von Prag und Uppsala sogar noch etwas länger. Da die DFA-Fluktuationsfunktionen
nur bis zu Skalen von einem Viertel der Reihenlänge betrachtet werden können, beträgt die
maximale Skala gut 50 Jahre, eigentlich noch etwas weniger, da ja zur Bestimmung einer Stei-
gung ein Skalenbereich nötig ist. Kein Potenzgesetz, das in der Natur auftritt, gilt unbegrenzt
in beide Richtungen. Meist sind es nur eine oder zwei Dekaden, manchmal mehr. Die kleinen
Skalen sind durch Kurzzeitkorrelationen und die zeitliche Auflösung bestimmt. Die großen
Skalen sind durch die Reihenlänge beschränkt. Es kann also die Frage aufkommen, wie lang
die Persistenz tatsächlich anhält. Brechen die Langzeitkorrelationen oberhalb von 50 Jahren
ab, oder reichen sie noch länger? Mit gemessenen Temperaturreihen läßt sich die Frage nicht
beantworten, also bietet es sich an, eine historische Klimasimulation zu Hilfe zu nehmen. Ob
rekonstruierte Temperaturreihen langzeitkorreliert sind, wird in Kap. 3.3.3 behandelt.

Um die auftretenden Muster in den Fluktuationsexponenten der modellierten Meeresober-
flächentemperatur zu verifizieren, werden abschließend die rekonstruierten Daten von Kaplan
u. a. 1998 [115] systematisch analysiert. Monetti u. a. 2003 [153] hatten bereits zuvor stich-
probenhaft die Langzeitkorrelationen dieser Daten untersucht.

3.1.2 Modellbeschreibung

Das Klimamodell dieser Untersuchung ist das globale gekoppelte Zirkulationsmodell ECHO-G
[130]. Es besteht aus dem atmosphärischen Modell ECHAM4 [178] mit einer T30 Auflösung
(ca. 3,75 � ×3,75 � ) und 19 vertikalen Ebenen sowie dem Ozeanmodell HOPE-G [230] mit einer
Auflösung von 2,81 � ×2,81 � und 20 vertikalen Ebenen. Mit einer zunehmenden Auflösung in
den Tropen, die einen Gitterpunktabstand von 0,5 � am Äquator erreicht, soll eine bessere
Verkörperung des El-Niño ermöglicht werden.

In dieser Arbeit werden zwei Simulationsläufe des globalen Klimamodells (GCM:
”
general

circulation model“ oder
”
global climate model“) untersucht. Einerseits ist es der Kontrollauf

(1 000 Jahre), der ohne äußere Einflüsse (
”
forcings“) durchgeführt wird, also bei konstan-

ten Konzentrationen von Treibhausgasen und mit einer nicht variierenden Solarkonstanten.
Für Details sei auf [231, 227] verwiesen. Andererseits wird das Modell für die Jahre 1000-
1990 (991 Jahre) mit rekonstruierter vulkanischer und solarer Aktivität und rekonstruier-
ten Treibhausgaskonzentrationen des letzten Jahrtausends (Abb. 3.1) betrieben, siehe z.B.
[221, 232, 80]. Das Ziel solcher historischer Simulationen ist es, das Klima zu rekonstruieren,
siehe auch Kap. 3.3.2.
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Abbildung 3.1: Äußere Einflüsse (Forcings), die der historischen 1 000-jährigen Simulation mit dem
globalen Zirkulationsmodell ECHAM4/HOPE auferlegt wurden. a) Variationen der
Solarkonstante (rote Linie) und der effektiven Solarkonstante (schwarz), die eine Re-
duktion aufgrund der vulkanischen Aerosolpartikel berücksichtigt. Man beachte die
kleinen absoluten Variationen dieser Größe. b) Angesetzte Variationen der Treibh-
ausgaskonzentrationen, nämlich CO2, CH4 und N2O.

Die Entwicklung der Sonnenaktivität wurde ermittelt, indem die Rekonstruktion von Lean
u. a. 1995 [129] in die Abschätzung der solaren Variabilität von Crowley 2000 [47] eingebunden
wurde, die auf dem kosmogonischen Isotop 10Be basiert. Darüber hinaus wurde die Solarkon-
stante – die ja demnach nicht konstant ist – auf eine Differenz von 0,3 % zwischen den Werten
des späten Maunderminimums und heute skaliert. Abbildung 3.1a) zeigt die zugrunde geleg-
ten Variationen der Solarkonstanten (rote Kurve).
Die Rekonstruktion der vulkanischen Aktivität basiert auf einem empirischen Modell, bei dem
der Säuregrad in Eisbohrkernen mit tatsächlich beobachteten Variationen in der Strahlung
aufgrund vulkanischer Eruptionen in Beziehung gesetzt wird [47]. Indes konnte die vulkani-
sche Aktivität wegen der schlecht aufgelösten Stratosphäre nicht direkt in das Klimamodell
eingebracht werden. Stattdessen hat man diese Information in eine effektive Solarkonstante
konvertiert. Der physikalische Mechanismus hinter dieser Vereinfachung ist ein Netto-Kühlef-
fekt, der durch die Vulkanausbrüche verursacht wird. Die Fluktuationen der Sonnenaktivität
werden in Abb. 3.1a) von der Verdunkelung durch die Vulkane überlagert (schwarze Kurve).
Die Konzentrationen der Treibhausgase basieren auf Messungen der Luft, die in Eisbohrker-
nen der Antarktis eingeschlossen ist [64]. Der zeitliche Verlauf der Konzentrationen ist in
Abb. 3.1b) dargestellt. Es ist zu erkennen, wie die Treibhausgas-Konzentration im 19. oder
spätestens 20. Jahrhundert abrupt zunahm. Die historische Simulation berücksichtigt weder
Änderungen der anthropogenen Aerosolkonzentrationen, noch der Landbedeckung durch Ve-
getation oder Landnutzung.

Zusätzliche Flüsse an Wärme und Frischwasser werden zugeführt, um eine klimatische Ver-
schiebung (

”
climate drift“) in einer solch langen Simulation zu verhindern [233]. Diese phy-

sikalischen Flüsse wurden aus einer gekoppelten Anlaufintegration (
”
spin-up“) entnommen,

mit Termen, die die Meeresoberflächentemperatur und Oberflächensalinität zu den tatsächlich
beobachteten Werten führen. Diese Flußkorrektur ist konstant in der Zeit und ihr globales
Integral verschwindet [233].
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3.1 Langzeitkorrelationen in modellierten und gemessenen Temperaturreihen

Da die Temperaturdaten bereits für andere Arbeiten berechnet wurden [231, 221], lagen sie
gespeichert vor und konnten abgerufen werden.

3.1.3 Analyse der Temperaturreihen

Das Modellgitter besteht aus 360 � / 3,75 � × 180 � / 3,75 � = 96 · 48 = 4608 Punkten. Die
historische Simulation geht über 991 Jahre (1000-1990). Da das Modelljahr 360 Tage lang
ist, bestehen die Reihen jedes Gitterpunktes aus 360 · 991 = 356 760 Tagen. Die Reihen des
Kontrollaufs sind entsprechend etwas länger. In dem Klimamodell wird eine Vielzahl von
Variablen für jeden Raumzeitpunkt berechnet. In dieser Arbeit ist es die 2m-Temperatur,
die bearbeitet wird. Sie ist vergleichbar mit der gemessenen oberflächennahen Temperatur,
während man bei den Ozeanen normalerweise die Oberflächentemperatur mißt.
Nach der Saisonbereinigung des Mittelwertes, Gl. (2.1), wurde die trendbereinigende Fluk-
tuationsanalyse zweiter Ordnung auf die Temperaturreihen angewendet. Aufgrund der großen
Anzahl der Reihen konnte das

”
scaling“, also der gerade Verlauf der Fluktuationsfunktionen,

nur stichprobenartig kontrolliert werden (siehe unten). Die Fluktuationsexponenten αDFA2

mußten also weitgehend blind bestimmt werden. Beispiele bei denen das gut funktioniert
sind in Abb. 3.3 gezeigt. Die DFA kann normalerweise bis zu einem Viertel der Reihenlänge,
s < 89 190, verwertet werden. Der hier gewählte Fitbereich lautet 850 < s < 70 000 Tage,
geht also von etwas mehr als zwei Jahre bis fast 200 Jahre.

Die ermittelten Fluktuationsexponenten sind in Abb. 3.2 gezeigt, oben für die historische
Simulation, unten für den Kontrollauf. Die Exponenten sind in einer kartesischen Projektion
farblich dargestellt. So lassen sich die α-Werte der verschiedenen Gitterpunkte am deut-
lichsten erkennen und voneinander unterscheiden. Tatsächlich werden die Flächen, die die
Gitterpunkte repräsentieren, zu den Polen hin wesentlich kleiner. Für die Farbgebung wurde
eine Klassengröße (Bingröße) von 0,05 verwendet, die auf Einheiten von fünf Hundertsteln
zentriert sind, z.B. deckt die Klasse für α = 0,65 den Bereich 0,625 bis 0,675 ab (hellblau).
Ausgeblendet wurden die α-Werte, die kleiner als 0,475 (weiß) oder größer als 1,025 (schwarz)
sind, da hier nur der Bereich stationärer Langzeitkorrelationen 0,5 < α < 1,0 von Interesse
ist.
Konzentriert man sich zunächst auf die historische Simulation (Abb. 3.2, oben), dann fallen
die violetten und weißen Bereiche in der Nähe des Äquators auf, sowie die roten und schwarzen
Areale bei der Antarktis bzw. Grönland. Diese Problemgebiete werden später diskutiert. Ab-
gesehen davon ist pauschal zu erkennen, daß über Land Langzeitkorrelationen mit größtenteils
Exponenten von 0,6 bis 0,65 auftreten. In einzelnen Fällen sind die Langzeitkorrelationen auch
etwas stärker (Osten der USA bzw. Mongolei-China) oder schwächer (Alaska-Kanada). Fer-
ner wird im europäischen Kontinent die Vorgabe der längsten gemessenen Temperaturreihen
[120, 61] mit Fluktuationsexponenten um 0,65 sehr gut erfüllt. Auch fallen die Langzeitkor-
relationen über den Ozeanen insgesamt stärker aus als über den Kontinenten. Zum Beispiel
werden im Nordpazifik und -atlantik um 30 � N hauptsächlich Exponenten zwischen 0,75 und
0,85 gefunden. Es ist erstaunlich zu beobachten, daß sich bestimmte Strömungen abzeichnen,
wie z.B. der Kuroshio bei Japan mit etwas erhöhten Werten (orange) oder der Südäquatori-
alstrom, am deutlichsten im indischen Ozean, mit etwas kleineren Werten (blau-violett). Es
bleibt unklar, weshalb diese Meereströme an der Meeresoberfläche zu (scheinbar) stärkeren
oder schwächeren Langzeitkorrelationen führen.
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Abbildung 3.2: Globale Verteilung der DFA2-Fluktuationsexponenten α der simulierten 2m-
Temperaturreihen. Dabei handelt es sich um die Reihen der historischen Simulation,
die vom Jahr 1000 bis zum Jahr 1990 integriert wurde (oberes Teilbild), und des ent-
sprechenden Kontrollaufs (unteres Teilbild). Nach der Saisonbereinigung der Reihe
jedes Gitterpunktes wurde die DFA zweiter Ordnung angewendet und der Fluktua-
tionsexponent α auf den Skalen von 850 bis 70 000 Tagen bestimmt.

56



3.1 Langzeitkorrelationen in modellierten und gemessenen Temperaturreihen
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Abbildung 3.3: Temperaturschwankungen um den Jahresgang (historische Simulation) und DFA2-
Fluktuationsfunktionen für drei kontinentale Gitterpunkte. a)+b) Chita (112,50O;
53,81N), c)+d) Prag (15,00O; 50,10N) und e)+f) Albany (−75,00O; 42,68N). Die
Teilbilder b), d), f) zeigen die Fluktuationsfunktionen F (2)(s) gegen die Zeitskala s
für die gemessenen Reihen (Sterne, oberste Kurve), für die historische Simulation
(Kreise), für den Kontrollauf (Quadrate) und für die Jahreswerte der historischen
Simulation (gefüllte Kreise, unterste Kurve). Die folgenden Steigungen sind einge-
zeichnet: b) 0,64; 0,66; 0,60 und 0,66; d) 0,65; 0,66; 0,65 und 0,66 sowie f) 0,64; 0,65;
0,61 und 0,69 (jeweils von oben). Die gerade Linie am unteren Ende der Teilbilder
hat die Steigung 0,5.

Die Fluktuationsexponenten für den Kontrollauf sind im Vergleich zur historischen Simulation
insgesamt etwas kleiner. Zudem erstrecken sich die Problembereiche für α < 0,5 (weiß) oder
α > 1,0 (schwarz) über größere Flächen. Die innerkontinentalen Gitterpunkte zeigen deutlich
kleinere α-Werte als bei der historischen Simulation. In dem Modell leisten die Forcings der
historischen Simulation also einen wichtigen Beitrag bei der Ausprägung der Langzeitkorre-
lationen in den Reihen der oberflächennahen Temperatur.

Die Abbildungen 3.3 bis 3.6 zeigen jeweils auf ihrer rechten Seite exemplarische Fluktuati-
onsfunktionen der historischen Simulation (Kreise), des Kontrollaufs (Quadrate) sowie, falls
vorhanden, echter Reihen (Sterne) bzw. rekonstruierter Reihen (Plus). Die gefüllten Krei-
se stellen die Fluktuationsfunktionen der Jahreswerte der historischen Simulation dar. Dazu
wurden die s-Werte mittels Multiplikation mit 360 von Jahres- auf Tageswerte skaliert. In
den linken Teilbildern sind jeweils für die historische Simulation zwanzig Jahre der Tempera-
turreihen an den entsprechenden Gitterpunkten geplottet.
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Abbildung 3.4: Temperaturschwankungen um den Jahresgang (historische Simulation) und DFA2-
Fluktuationsfunktionen für zwei Gitterpunkte an der Meereiskante. a)+b) bei
Grönland (−41,25O; −57,52N) und c)+d) bei der Antarktis (−142,50O; −72,36N).
Die Teilbilder b)+d) zeigen die Fluktuationsfunktionen F (2)(s) gegen die Zeitskala s
für die historische Simulation (Kreise, obere Kurve), für den Kontrollauf (Quadrate,
mittlere Kurve) und für die Jahreswerte der historischen Simulation (gefüllte Kreise,
untere Kurve). Die gestrichelt eingezeichneten Geraden haben die Steigungen b) 1,05
und d) 1,26. Die gerade Linie am unteren Ende der Teilbilder hat die Steigung 1.

In Abb. 3.3 sind Beispiele mit eindeutigen Fluktuationsfunktionen gezeigt. Es handelt sich
um kontinentale Standorte, zu denen die Gitterpunkte so gewählt wurden, daß sie möglichst
nah an den Koordinaten der echten Meßstationen von Chita, Prag und Albany liegen. Die
Fluktuationsfunktionen zu den gemessenen Temperaturwerten (jeweils oberste Kurve) zeigen
einen geraden Verlauf [61]. Dies gilt auch für die Fluktuationsfunktionen der simulierten Tem-
peraturreihen, die bis zu Skalen von ca. 100 000 Tagen ein gutes Scaling aufweisen. Auch die
ermittelten Steigungen haben vernünftige Werte, wobei sie dicht an denen der gemessenen
Reihen liegen, nur die Exponenten des Kontrollaufs sind eher etwas niedriger. Die Fluktua-
tionsfunktionen der jährlichen Reihen des historischen Laufs bestätigen die eingezeichneten
Steigungen. Bemerkenswert ist, wie gut die Langzeit-Persistenz durch das Modell reprodu-
ziert wird. Auch auf kleinen Skalen sehen die Fluktuationsfunktionen dieser Gitterpunkte gut
aus.
In dem linken Teil vom Abb. 3.3 ist zu sehen, daß die saisonbereinigten Temperaturreihen der
historischen Simulation durchaus einen starken Jahresgang in der Amplitude der Fluktuatio-
nen zeigt, der die Ergebnisse der DFA2 jedoch nicht verfälscht. Wie aus Abb. 2.2 ersichtlich
wird, unterscheidet sich die Standardabweichung (zumindest für Potsdam) nicht so stark zwi-
schen Sommer und Winter.

Unklar sind die Ergebnisse für weite Bereiche um den Äquator sowie an der Meereiskante bei
Grönland und der Antarktis. Um besser zu verstehen, was an diesen Stellen passiert, ist es
nötig, die Reihen selbst sowie die Fluktuationsfunktionen genauer zu betrachten.
Für Abbildung 3.4 wurden zwei Gitterpunkte mit sehr großen Fluktuationsexponenten aus-
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gewählt. Sie liegen für die Teilbilder 3.4a)+b) bei Grönland und für 3.4c)+d) im Südpazifik bei
der Antarktis. Die Fluktuationsfunktionen zweiter Ordnung zeigen keinen tatsächlich geraden
Verlauf, was die automatische Anpassungsprozedur zur Berechnung von α nicht erkennt. Bei
beiden Modelläufen zeigen sich Höcker in den Kurven, die von Periodizitäten verursacht wer-
den. Es handelt sich um Überbleibsel des Jahresganges, wie in Abb. 3.4 links auch offensicht-
lich wird. Die Reihen haben nicht nur einen Jahresgang in der Standardabweichung, sondern
auch im Mittelwert. Die DFA reagiert empfindlich auf solche Oszillationen, vgl. Abb. 2.10. Auf
Skalen unterhalb der Periode (hier 360) erscheinen die Schwingungen stark korreliert (große
Steigung) und auf Skalen oberhalb der Periode erscheinen sie antikorreliert (kleine Steigun-
gen). Je nach Amplitude können sich die eigentlichen Langzeitkorrelationen falls vorhanden
erst auf viel größeren Skalen durchsetzen.
Abgesehen davon haben die Fluktuationsfunktionen, verglichen mit der eingezeichneten Ver-
gleichsgeraden, grob abgeschätzt eine Steigung um 1. Besser sind die Steigungen in den Fluk-
tuationsfunktionen der Jahreswerte zu erkennen, weil hier der Jahresgang weggemittelt ist.
Bei Grönland knickt F (2)(s) auf ganz großen Skalen leicht ab und bei der Antarktis sind die
asymptotischen Steigungen noch größer als eins. Leider liegen für diese Regionen keine langen
instrumentell gemessenen Reihen vor, so daß kein Vergleich zur Verfügung steht. Möglicher-
weise sind diese extremen Langzeitkorrelationen an der Grenze zur Instationarität auf die
Flußkorrektur (vgl. Kap. 3.1.2) der langen Simulationsläufe zurückzuführen.

Als nächstes werden Beispiele besprochen, die unter dem Einfluß von ENSO (
”
El Niño -

Southern Oscillation“) stehen. ENSO ist ein Klimaphänomen, das durch eine Atmosphären-
Ozean-Wechselbeziehung verursacht wird, und sich vorwiegend vor der Westküste Südameri-
kas äußert, aber auch im gesamten äquatorialen Pazifik. Dabei treten mit einer Periode von
3-8 Jahren außergewöhnlich warme (El Niño) und außergewöhnlich kalte (La Niña) Meeres-
oberflächentemperaturen in Erscheinung.
Die näher betrachteten Gitterpunkte liegen in Zentralafrika (Abb. 3.5a)+b)), im Pazifik auf
Höhe des Äquators (Abb. 3.5c)+d)) und in Mitten Australiens (Abb. 3.5e)+f)). Für die afri-
kanischen Temperaturreihen beider Simulationen zeigen die Fluktuationsfunktionen wieder
einen Höcker. Jedoch liegt er nicht wie zuvor bei einer Periode von einem Jahr, sondern jetzt
etwas später bei zwei Jahren. Auch wenn er nur schwach ausgeprägt ist, muß davon ausgegan-
gen werden, daß die ermittelten und eingezeichneten Exponenten zu klein ausfallen. In den
Tropen herrscht Tageszeitklima, d.h. die Temperaturunterschiede zwischen Tag und Nacht
sind größer als zwischen Sommer und Winter. Es handelt sich um Reihen täglicher Auflösung
und die Saisonbereinigung des Jahresganges hat wenig Wirkung. In dem Modell zeigen sich
nämlich zusätzlich Oszillationen einer zweijährigen Periode, die eine Auswirkung von ENSO
darstellen. Da die El-Niño-Ereignisse unregelmäßig auftreten, lassen sich diese Schwingungen
nicht so einfach mit dem Ansatz aus Gl. (2.1) abziehen. Eine Periode von zwei Jahren ist in
Abb. 3.5a) mit bloßem Auge kaum zu erkennen.

Drastischer zeigt sich ENSO im Pazifik vor Südamerika. In Abb. 3.5d) sind die Fluktuations-
funktionen so stark von den Oszillationen verfälscht, daß auf großen Skalen sogar Steigungen
gefunden werden, die kleiner als 0,5 sind, also antikorreliert erscheinen. Die wahre Korrela-
tionsstruktur wird von ENSO überdeckt, die in Abb. 3.5c) als eine zweijährige Struktur zu
erkennen ist. Insgesamt lassen sich die weißen Bereiche in Abb. 3.2 also mit ENSO erklären. Es
handelt sich nicht um Antikorrelationen, sondern wegen der dominanten Schwingungen läßt
sich die unterliegende Korrelationsstruktur nicht messen. Das gilt für beide Simulationsläufe.
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Abbildung 3.5: Temperaturschwankungen um den Jahresgang (historische Simulation) und DFA2-
Fluktuationsfunktionen für drei Gitterpunkte unter dem Einfluß von ENSO. a)+b)
in Zentralafrika (26,25O; 5,57N), c)+d) äquatorialer Pazifik (−93,75O; −1,86N) und
e)+f) Kontinentalaustralien (131,25O; −20,41N). Die Teilbilder b), d), f) zeigen die
Fluktuationsfunktionen F (2)(s) gegen die Zeitskala s für die historische Simulation
(Kreise, obere Kurve), für den Kontrollauf (Quadrate, mittlere Kurve) und für die
Jahreswerte der historischen Simulation (gefüllte Kreise, untere Kurve). Zusätzlich
stellt die oberste Kurve in f) die Fluktuationsfunktion der gemessenen Temperatur-
reihe von Rabbit Flat (1969-1998) in Australien (130,02O; −20,18N) dar [60]. Die
folgenden Steigungen sind eingezeichnet: b) 0,57; 0,53 und 0,61 sowie f) 0,74; 0,50;
0,49 und 0,55 (jeweils von oben). Die gerade Linie am unteren Ende der Teilbilder hat
die Steigung 0,5. Die gepunkteten vertikalen Linien markieren die Stelle s = 1 000.
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Die Teilbilder 3.5e)+f) gehören zu einem Gitterpunkt inmitten Australiens. Wieder zeigen
sich kleine Höcker in den Fluktuationsfunktionen der Modelläufe. Es ist davon auszugehen,
daß auch hier die ENSO-Schwingungen zu verkleinerten Steigungen führen. In der Tempe-
raturreihe der historischen Simulation läßt sich ein Muster von zwei Jahren erkennen. Die
Frage ist, wie es außerhalb der Modellwelt aussieht. Zeigen sich tatsächlich solche Fluktua-
tionsfunktionen? In Abbildung 3.5f) ist zusätzlich das DFA2-Ergebnis der Temperaturreihe
von Rabbit Flat eingezeichnet [60]. Es ist eine der zentralsten australischen Stationen, deren
Temperaturreihe vorlag. Zum Vergleich mit diesen gemessenen Daten, wurde der betrachtete
Gitterpunkt schon im Vorfeld möglichst nah bei Rabbit Flat ausgesucht. Leider ist die gemes-
sene Reihe zu kurz (1969-1998), um die Ergebnisse des Modells bewerten zu können. Längere
Reihen aus Australien lagen nur für die Küsten vor. Interessant ist aber das kontinentale Kli-
ma, und die Frage ob dort auch die typischen Langzeitkorrelationen auftreten. Dies läßt sich
hier nicht klären. Es fehlen die entscheidenden Meßwerte, mit denen man sehen könnte, ob
die Fluktuationsfunktion auf Skalen oberhalb der Periodizität wieder flacher wird oder nicht.

Insgesamt stellen die Verfälschungen der DFA durch die Oszillationen ein großes Problem dar.
Weil die Periode länger als zwei Jahre ist, hilft dabei auch nicht die Betrachtung der Jahres-
werte. Folglich dürften große Gebiete nördlich und südlich des Äquators nicht berücksichtigt
werden, weil hier ein systematischer Fehler in Richtung zu kleiner Fluktuationsexponenten
vorliegt. Ähnliches gilt für die Bereiche in der Nähe der Meereiskante, wo keine geraden Po-
tenzgesetze der Fluktuationsfunktionen auftauchen. Im Fall der Oszillationen mit einjähriger
Periode kann es hilfreich sein, die Jahreswerte zu untersuchen (z.B. Abb. 3.4).

In Abbildung 3.6 sind zu Gitterpunkten in Ozeanen wieder Teile von Temperaturreihen und
Fluktuationsfunktionen wiedergegeben. Diese Beispiele zeigen ein ungewöhnliches Korrela-
tionsverhalten. Für den Nordpazifik (Abb. 3.6b)) läßt sich kein vernünftiges durchgehendes
Potenzgesetz finden, weil zwei Crossover auftreten, die schwer zu verstehen sind. Für diese
Punkte liegen keine echten Temperaturmessungen vor, die man vergleichen könnte. Jedoch
haben Kaplan u. a. 1998 [115] Reihen der Meeresoberflächentemperatur rekonstruiert, die be-
reits in [153] mit der DFA untersucht wurden. Für die beiden hier betrachteten Punkte sind
die Fluktuationsfunktionen auch in Abb. 3.6b)+d) eingetragen. Da die Kaplan-Daten mo-
natsbasiert sind, wurden die Werte der s-Achse ihrer F (2)(s) skaliert, also mit einem Faktor
multipliziert, so daß die Werte etwa den Tagesdaten entsprechen. Für den Punkt im Nordpa-
zifik zeigt sich auch bei den rekonstruierten Reihen kein gutes Scaling.

Die Daten der Positionen im Nordatlantik sehen etwas anders aus. Die Fluktuationsfunktio-
nen der Modelläufe sind zwar auch hier etwas ungewöhnlich, aber mit gutem Willen kann
man eine asymptotische Steigung bestimmen. Die DFA der Kaplan-Reihe sieht besser aus
und im Vergleich dazu sind die Steigungen der Simulationen etwas kleiner. Betrachtet man
die Fluktuationsfunktionen zu den Jahresdaten der historischen Simulation, dann findet man
ein besseres Scaling.
Anhand dieser Beispiele wird deutlich, daß die Fluktuationsexponenten aus der Abb. 3.2 insge-
samt mit großer Vorsicht zu beurteilen sind, weil man einfach nicht an allen Punkten prüfen
kann, ob die Fluktuationsfunktion auch wirklich ein gutes Scaling, einen geraden Verlauf,
zeigt. Man hat es also mit einer großen Unsicherheit zu tun.

Um die ermittelten Fluktuationsexponenten aus Abb. 3.2 besser einschätzen zu können, wur-
den sie für beide Simulationen getrennt nach Land und Ozean entlang der Breitenkreise
gemittelt. In Abbildung 3.7 sind die Mittelwerte mit den Standardabweichungen gegen die
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Abbildung 3.6: Temperaturschwankungen um den Jahresgang (historische Simulation) und DFA2-
Fluktuationsfunktionen für zwei ozeanische Gitterpunkte. a)+b) Nordpazifik
(−150,00O; 42,68N) und c)+d) Nordatlantik (26,25O; 42,68N). Die Teilbilder b)+d)
zeigen die Fluktuationsfunktionen F (2)(s) gegen die Zeitskala s für die historische
Simulation (Kreise, obere Kurve), für den Kontrollauf (Quadrate), für die Kaplan-
Rekonstruktion (Plus) und für die Jahreswerte der historischen Simulation (gefüllte
Kreise, unterste Kurve). Letztere wurden in s von Monaten bzw. Jahre auf Tage ska-
liert. In d) sind Geraden mit den Steigungen 0,74; 0,74; 0,84 und 0,74 (von oben)
eingezeichnet. Die gerade Linie am unteren Ende der Teilbilder hat die Steigung 0,5.

geographische Breite aufgetragen. Diese Darstellung ist wie besprochen mit Vorsicht zu genie-
ßen, da einerseits die Fluktuationsexponenten der einzelnen Gitterpunkte großen Fehlern un-
terliegen (teilweise systematisch) und da andererseits geographische Aspekte wie Küstennähe
und Inland nicht differenziert werden.

Betrachtet man zuerst den Kontrollauf (Abb. 3.7b)+d)), dann erkennt man eine v-förmige
Struktur. Nahe des Äquators sind die Steigungen eher klein und in Richtung der Pole etwas
größer, wobei dies bei den Ozeanen stärker ausgeprägt ist. An Land variieren die Mittel-
werte zwischen ca. 0,5 und 0,75, während sie auf See zwischen ca. 0,5 und 1,0 liegen. Die
kleinen Werte in der Nähe des Äquator lassen sich mit dem Einfluß von ENSO erklären. Die
systematische Abhängigkeit auch oberhalb bzw. unterhalb der 10 � oder 20 � ist fragwürdig.
Der Kontrollauf kann die

”
optimalen“ Exponenten von 0,65 an Land nicht reproduzieren

(Abb. 3.7b)). Für Australien finden Király und Jánosi 2005 [117] sogar den umgekehrten Fall,
daß nämlich die Exponenten im Norden Australiens größer sind als im Süden, vgl. [60]. Dieser
Verlauf ist also ungewiß, zumal auch bei den gemessenen Temperaturreihen eine Abhängigkeit
der Fluktuationsexponenten von der geographischen Breite nicht zweifelsfrei belegt ist.
Die Ozeanwerte des Kontrollaufs, Abb. 3.7d) zeigen eine noch extremere Abhängigkeit von
der geographischen Breite. Fast linear verlaufen die Exponenten zwischen Polarkreis und
Äquator. Hier ist aber davon auszugehen, daß ENSO weiter wirkt als an Land, so daß die
Fluktuationen verfälscht werden, was auch die großen Standardabweichungen vermuten las-
sen. Hauptsächlich aus Mangel an echten Daten lassen sich die Resultate nicht verifizieren.
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Abbildung 3.7: Über die geographische Länge gemittelte Fluktuationsexponenten der DFA2, getrennt
nach Land (oben) und Ozean (unten), für die historische Simulation (links) und den
Kontrollauf (rechts). Aufgetragen sind die gemittelten DFA2-Exponenten mit den
Standardabweichungen als Fehlerbalken gegen die geographische Breite (Süden: links,
Norden: rechts). a) historische Simulation, Land; b) Kontrollauf, Land; c) historische
Simulation, Ozean und d) Kontrollauf, Ozean. Grau sind Bänder mit den zu er-
wartenden Werten eingetragen, an Land 0,625 < αLand < 0,675 [61] und auf See
0,675 < αOzean < 0,925 [153]. Die horizontalen gestrichelten Linien zeigen den unkor-
relierten Fall (α = 0,5) und die Grenze zur Instationarität (α = 1,0). Die vertikalen
gestrichelten Linien stellen die Polarkreise (±66,5 � ), die Wendekreise (±23,5 � ) sowie
den Äquator dar (von außen). Die äußerst niedrigen Werte am Äquator sind auf den
Einfluß von ENSO zurückzuführen (siehe Abb. 3.5).
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Das gleiche gilt für die α-Werte der historischen Simulation an Gitterpunkten in Ozeanen
(Abb. 3.7c)). Auch hier zeigt sich ein großer Unterschied zwischen den mittleren Fluktuati-
onsexponenten am südlichen Polarkreis von ca. 1 bzw. am nördlichen Polarkreis von ca. 0,8
und 0,6 am Äquator. Der Effekt von ENSO ist deutlich zu erkennen. An Land sehen die Werte
der historischen Simulation deutlich besser aus, Abb. 3.7a). Die mittleren Fluktuationsexpo-
nenten variieren kaum mit der geographischen Breite. Nur bei den Polen, für die ohnehin
keine gemessenen Vergleichswerte vorliegen, sind sie etwas höher oder niedriger. Am Äquator
zeigt sich eine leichte Verfälschung durch ENSO, aber wesentlich schwächer als in allen ande-
ren Teilbildern. Besonders positiv ist zu bewerten, daß die α-Werte der mittleren Breiten der
Nordhalbkugel sehr nahe bei 0,65 liegen, was auch durch die kleinen Fehlerbalken bestätigt
wird. Für diese Region liegen die meisten gemessenen Temperaturreihen vor, anhand derer
in früheren Arbeiten die universellen Langzeitkorrelationen untersucht wurden. Nur auf der
Südhalbkugel sind die mittleren Exponenten etwas klein, was aber auch noch eine Folge von
ENSO sein kann. Andererseits wird [117] in gewisser Weise bestätigt, als daß die mittleren
Werte zwischen −25 � N und −5 � N leicht ansteigen.

Bilanz

Insgesamt wird vor allem an Land das asymptotische Langzeitverhalten der Temperaturreihen
recht passabel von der historischen Simulation reproduziert. Die Tatsache, daß dies für den
Kontrollauf nicht so ist, läßt auf den Einfluß der Forcings schließen. Sie scheinen nicht nur die
Langzeitkorrelationen in den mittleren Breiten zu begünstigen, sondern auch den Effekt von
ENSO zu schwächen. Bei den Ozeanen zeigt sich vor allem eine Abhängigkeit der Exponenten
von der geographischen Breite. Aus Mangel an echten gemessenen Daten läßt sich das in der
Wirklichkeit nicht verifizieren.

Um trotzdem eine Idee zu bekommen, sind in Abb. 3.8 die analogen Ergebnisse zu Abb. 3.2
(oben) für die rekonstruierten Meeresoberflächentemperatur nach [115] abgebildet, wobei die
räumliche Auflösung etwas schlechter ist. Auch hier gelten die gleichen Einschränkungen wie
zuvor. Es besteht keine Gewißheit über den geraden Verlauf der Fluktuationsfunktionen, so
daß die Resultate großen Unsicherheiten unterliegen. Vorsicht ist auch deshalb geboten, weil
die Rekonstruktion in der Zeit auf einem autoregressiven Modell erster Ordnung basiert [115],
das nur Kurzzeitkorrelationen erzeugen kann (Kap. 2.3.2).

Überraschend ist die Übereinstimmung der hohen α-Werte vor Grönland, dessen Ursache
noch nicht bekannt ist. Eine andere Übereinstimmung sind die etwas niedrigeren Werte beim
Südäquatorialstrom zwischen Madagaskar und Australien. Auch der Kuroshio mit etwas
erhöhten Werten findet sich wieder. Auffällig ist aber, daß die ENSO-Verfälschung im Pa-
zifik vor Südamerika nicht besteht. Im Gegenteil, bei den Kaplan-Daten werden hier größere
Exponenten gefunden. Um dies ernst zu nehmen, müßten aber die Fluktuationsfunktionen
im Detail betrachtet werden. Nördlich und südlich dieser ENSO-Region, sind mit erhöhten
Exponenten die Äquatorialströme des Pazifik zu erkennen, die bei der historischen Simula-
tion in dieser Ausprägung nicht zu sehen sind. Insgesamt zeigen die rekonstruierten Daten
stärkere Langzeitkorrelationen, die räumlich homogener sind und nicht so stark variieren wie
im Modell.

Zum Schluß soll nun noch die zeitliche Entwicklung der Fluktuationsexponenten aus der histo-
rischen Simulation berücksichtigt werden. Dazu wurden die 991 Jahre langen Reihen in vier
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Abbildung 3.8: Globale Verteilung der DFA2-Fluktuationsexponenten für die monatlichen rekonstru-
ierten Meeresoberflächen-Temperaturanomalien nach Kaplan u. a. 1998 [115] (1856-
2002). Die Reihen jedes verfügbaren Gitterpunktes wurden nach der Saisonbereini-
gung mit der DFA zweiter Ordnung untersucht und die Fluktuationsexponenten auf
den Skalen von 15 bis 400 Monaten bestimmt.

Teile mit je 248 bzw. 247 Jahren getrennt. Diese wurden dann analog zu Abb. 3.2 analysiert.
Die vier Karten sind in ihrer chronologischen Folge in Abb. 3.9 oben links, oben rechts, unten
links und unten rechts gezeigt. An manchen Orten variieren die α-Werte beachtlich. Zum
Beispiel zeigen sich zu Beginn im Bereich der Alëuten sehr große Steigungen, die sich später
verringern. Ferner sind im indischen Ozean sehr kleine Steigungen zu finden, die später et-
was größer werden. In Nordamerika stellen sich teilweise innerhalb des Kontinents sehr kleine
Exponenten ein, die am Ende auch sehr groß werden. Auffällig ist außerdem, daß im kon-
tinentalen Asien durchgängig etwas kleine Exponenten auftreten, während im Bereich der
Mongolei eher große α zu finden sind. Wegen der kleineren Reihenlänge sind die Ergebnisse
noch unsicherer als die aus Abb. 3.2.

Folgende Ergebnisse lassen sich für die bodennahe Temperatur zusammenfassen:

1. Exponenten um 0,65 über den Kontinenten werden bestätigt
Dies gilt natürlich vorrangig für die mittleren Breiten auf der Nordhalbkugel. Somit
wird [69] insofern entkräftet, als daß hier neben dem Kontrollauf vor allem auch eine
historische Simulation analysiert wird. Bei dieser liegen die α-Werte der kontinentalen
Temperaturen größtenteils um 0,65.
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Abbildung 3.9: Zeitliche Entwicklung der DFA2-Fluktuationsexponenten, die für die 2m-
Temperaturreihen der historischen Simulation berechnet wurden. Dazu wurde die
DFA2 separat in Zeitfenstern von 248 Jahren (das letzte mit 247y) berechnet und
die Fluktuationsexponenten auf Skalen zwischen 850 und 19 000 Tagen bestimmt.
Die globale Verteilung ist gezeigt für die Jahre 1000− 1247 (oben links), 1248− 1495
(oben rechts), 1496− 1743 (unten links) und 1744− 1990 (unten rechts).

2. Forcings (Antriebe des Modells) spielen eine wichtige Rolle
Der Vergleich von Kontrollauf und historischer Simulation hat gezeigt, daß die Lang-
zeitkorrelationen durch die Forcings begünstigt werden. Als Antriebe dienten hier die
effektive Solarkonstante, welche Schwankungen aufgrund der Vulkanaktivität beinhal-
tet, und Variationen in der Konzentration an Treibhausgasen. Mit dieser systematischen
Analyse wird also [225] bestätigt.

3. Langzeitkorrelationen wirken in der historischen Simulation bis 200 Jahre
Die Analyse der historischen Simulation hat auch gezeigt, daß die Langzeitkorrelationen
zumindest im Modell über die maximal 50 Jahre der gemessenen Reihen hinausreichen.

Diese Schlußfolgerungen sind jedoch mit Bedacht zu verwenden, da die präsentierten Ergeb-
nisse mit teilweise großen Unsicherheiten belegt sind. Einerseits verhindern Oszillationen die
genaue Bestimmung der Fluktuationsexponenten, andererseits ist es schlechtes Scaling, das
die Resultate unsicher macht. Es liegen also zwei mögliche Fehlerszenarien vor.
Die Leistungsfähigkeit des Klimamodells kann nicht besser evaluiert werden, da zu wenig ge-
messene Vergleichsdaten vorliegen. Dies betrifft hauptsächlich die Südhalbkugel und extreme
Regionen wie innerhalb der Polarkreise.
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3.2 Trendanalyse mittels DFA

Aus der vorgestellten Untersuchung heraus stellen sich weitere Fragen:

• Was hat es mit den Meeresströmungen auf sich?
Wie in den Simulationen, aber auch bei den rekonstruierten Kaplan-Daten zu sehen ist,
kommt es in den Bereichen mancher Meeresströmungen zu größeren oder kleineren Fluk-
tuationsexponenten. Unklar ist weshalb dort die Langzeitkorrelationen unterschiedlich
stark ausgeprägt sind.

• Ist ENSO im Modell übertrieben?
Beim Vergleich der Modellsimulationen mit der Kaplan-Rekonstruktion stellt sich die
Frage, wie stark der Einfluß von El-Niño-Ereignissen wirklich ist und wie weit er reicht.

• Wie lassen sich Oszillationen besser herausfiltern?
Leider konnte die Langzeitkorrelationen hauptsächlich im Wirkungsbereich des ENSO,
nördlich und südlich des Äquators, nicht genauer quantifiziert werden. Deshalb ist eine
Methode erforderlich, die Periodizitäten zuverlässiger entfernt.

• Was passiert an den Meereiskanten?
Sowohl bei Grönland als auch bei der Antarktis kommt es, abgesehen von allen Unsi-
cherheiten, zu instationärem Langzeitverhalten. Es stellt sich die Frage nach der Ursache
hierfür.

Zur Beantwortung dieser Fragen sind weitere Untersuchungen nötig. Dem Verständnis der
Meeresströmungen und des Temperaturverhaltens an der Meereiskante wäre es dienlich, ver-
schiedene Größen des Modells zu betrachten. Dabei kann möglicherweise die Analyse der Da-
ten eines anderen Simulationslaufes oder eines komplett anderen Modells hilfreich sein. Für
eine bessere Bestimmung des Korrelationsverhaltens der Temperatur im Bereich des Äquators
ist eine überarbeitete Technik zum Entfernen der Oszillationen erforderlich.

3.2 Trendanalyse mittels DFA

Ziel dieses Abschnittes ist es, die trendbereinigende Eigenschaft der DFA höherer Ordnung zu
nutzen, um im Vergleich mit der nicht trendbereinigenden konventionellen FA Rückschlüsse
auf Trends zu ziehen. Voraussetzung dafür ist, daß sich die Fluktuationsexponenten deutlich
von der maximalen Steigung 1 der FA unterscheiden, was für Temperaturreihen von Einzel-
stationen gegeben ist, bei denen typische Fluktuationsexponenten um 0,65 auftreten. Dies ist
in Kap. 3.3 für die Reihen der nördlichen Hemisphäre nicht der Fall, da solche Reihen stärkere
Langzeitkorrelationen aufweisen. Während später in globaler Größenordnung gemittelte Da-
ten untersucht werden, sind es hier lokale Punktmessungen, die einer regionalen Trendanalyse
zugrunde liegen.

Die Methode basiert auf dem Ansatz, viele Reihen zu erzeugen, die Langzeitkorrelationen
gleicher Stärke enthalten wie die zu untersuchende Reihe, um abschätzen zu können, wie
wahrscheinlich es ist, eine ähnliche Diskrepanz zwischen den Fluktuationsfunktionen von FA
und DFA höherer Ordnung zu finden. Motiviert wird dieser Ansatz durch die Notwendigkeit,
bei der Trendanalyse Langzeitkorrelationen zu berücksichtigen. Denn viele Verfahren unter-
liegen der Einschränkung auf unabhängige (unkorrelierte) Reihen. Als Beispiel soll hier nur
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die Bruchpunktanalyse nach Pettitt 1979 [169] genannt werden, die bereits bei Kurzzeitkor-
relationen nachweislich scheitert [37].

Im nun folgenden Teilkapitel 3.2.1 wird die spezielle Fragestellung in Bezug auf das Unter-
suchungsgebiet in Zentralasien formuliert. Daraufhin werden die Langzeitkorrelationen der
betrachteten Temperaturreihen analysiert (Kap. 3.2.2), wobei die Grundlagen aus den er-
sten Kapiteln dieser Arbeit vorausgesetzt werden. Das Verfahren zur Trendanalyse mittels
FA/DFA wird anschließend in Kap. 3.2.3 dargelegt und exemplarisch demonstriert, wo auch
die Diskussion der Ergebnisse erfolgt.

3.2.1 Problemstellung für Zentralasien

Die hier untersuchten Temperaturreihen wurden von kirgisischen Klimastationen gemessen.
Das Land liegt größtenteils in dem Hochgebirge Tian-Shan, siehe Abb. 5.17 in Kap. 5.2.1, des-
sen gletscherreiche Erhebungen Höhen von über 7 000 m erreichen. Der dort fallende Nieder-
schlag stellt eine der wichtigsten Wasserressourcen und somit eine zentrale Lebensgrundlage
für die Region dar [78]. Mittels Bewässerungsanlagen versucht die Bevölkerung das steppenar-
tige bis aride Umland urbar zu machen. Giese u. a. 2004 [78] beschreiben, wie die drei Unter-
anliegerstaaten Kasachstan, Usbekistan und Turkmenistan wegen des ariden Klimas von den
Wasserressourcen der Oberanliegerstaaten Kirgistan und Tadschikistan abhängen. Seit der
Auflösung der Sowjetunion besteht ein erhöhtes Konfliktpotential, da die Verfügungsgewalt
nicht mehr bei der Moskauer Zentrale liegt, sondern bei den nun souveränen Staaten [78]. Im
Zusammenhang mit der Wasserentnahme, aber auch bezüglich der Energiegewinnung durch
Stauseen, enstehen verschiedene Probleme, die nicht nur das prominente Beispiel der Aus-
trocknung des Aral-Sees mit all seinen Folgen betreffen. Es stellt sich also die Frage nach den
Ursachen und Auswirkungen der zunehmenden Wasserverknappung in den Trockengebieten
Zentralasiens [155].

Seit einigen Jahren verzeichnet man einen verstärkten Rückgang der größten Gletscher des
Tian-Shan ([77] und Referenzen darin). Diese Entwicklung geht einher mit einem zunehmen-
den Wasserabfluß, den man zumindest teilweise auf steigende Lufttemperaturen hauptsächlich
in den tieferen Lagen, zurückführt. Darüber hinaus zeigen sich Seespiegelschwankungen der
großen natürlichen Seen. Dabei ist zu bemerken, daß der Stand einiger Seen seit den letzten
fünf Jahren auch wieder ansteigt [77].

Somit stellt sich die Frage nach einer Klimaerwärmung in Zentralasien [77]. Daß es auch
in dieser Region zu einer Erwärmung kommt, ist unumstritten. Unklar ist aber, ab wann
und wie stark sich das Klima ändert. Ferner fragt man sich, wie die Erwärmung im Kon-
text des globalen Klimawandels (vgl. Kap. 3.3.1) zu betrachten ist. Direkt dazu soll hier eine
Darstellung vorweggenommen werden. Abbildung 3.10 stellt die Temperaturkurve von Kara-
kol (Kap. 5.2.1) der Temperaturkurve für die nördliche Hemisphäre (instrumentell gemessen,
verfügbar über [48], siehe auch Kap. 3.3) gegenüber. In beiden Fällen ist eine Erwärmung
zu beobachten, die sich in ihrer Form aber unterscheidet. Zwischen 1910 und 1920 war es in
Karakol überdurchschnittlich warm und zwischen 1925 und 1960 gut ein halbes Grad kälter
als im räumlichen Mittel der nördlichen Hemisphäre. Deswegen scheint die Erwärmung in Ka-
rakol bereits um 1950 zu beginnen und nicht erst 1970 wie bei dem letzten Erwärmungsschub
der nördlichen Hemisphäre. Insgesamt sind die Tendenzen vereinbar mit den Ergebnissen von
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Abbildung 3.10: Entwicklung der Jahresmitteltemperatur von Karakol (hellblau) und der nördlichen
Hemisphäre (orange) [48] im Vergleich. Die Reihen wurden nicht in den Mittelwerten
für den Zeitraum 1961-1990 in Übereinstimmung gebracht, sondern für den gesam-
ten Zeitraum (die Variabilität bleibt unverändert). Außerdem wurde zum besseren
Vergleich für die Temperaturreihe von Karakol zusätzlich ein elfjähriges gleitendes
Mittel (blau) eingezeichnet.

Esper u. a. 2003 [63], die ca. 1800 einsetzend eine positive Entwicklung der Temperatur im
südlichen Tian-Shan anhand von Baumringen beschreiben.

Aus methodologischer Sicht bleibt die Frage, ob sich mit dem Verfahren, das hier vorgestellt
wird, die Ergebnisse von Regressionsanalysen bestätigen. Zum Beispiel finden Giese und Mos-
sig 2004 [77] für die Temperaturreihe von Karakol einen Anstieg von 2,7

�
/100y in den Jahren

1972-1996. Die deterministische Eigenschaft von Trends wirft weiter die Frage auf, ob sich die
gefundenen Trends fortschreiben lassen. Die auf der DFA basierende Methode berücksichtigt
Langzeitkorrelationen, also die Zufallskomponente der Meßreihen, vgl. Gl. (2.17+2.18). Ein
ermittelter Trend dürfte also nicht wie der stationäre Verlauf einer langzeitkorrelierten Reihe
irgendwann zufällig seine Richtung ändern.

3.2.2 Bestimmung der Langzeitkorrelationen

Die Trendanalyse mittels des Vergleichs von FA und DFA konzentriert sich in dieser Arbeit
auf die Temperaturreihen der zentralasiatischen Stationen Karakol und Bajtyk. Die Auswahl
erfolgte aufgrund der unterschiedlichen Lagen. Karakol liegt am östlichen Rande des Issyk-
Kul-Beckens in 1718 m Höhe, die Station wurde aber leider 1997 geschlossen [77]. Bajtyk be-
findet sich im nördlichen Tian-Shan, 20 km südlich von Bischkek [77] (siehe auch Kap. 5.2.1).
Die Daten in monatlicher Auflösung wurden in ihren Mittelwerten saisonbereinigt, Gl. (2.1).
Die Fluktuationsfunktionen der FA und DFA1-3 (vgl. Kap. 2.2.1) sind in Abb. 3.11 gezeigt.
Wie man sehen kann, zeigen die Fluktuationsfunktionen der DFA verschiedener Ordnung
einen weitgehend parallelen Verlauf. Mit den Werten α = 0,66 für Karakol und α = 0,62 für
Bajtyk liegen sie im Bereich 0,65 ± 0,05, wie er für kontinentale Temperaturreihen erwartet
wird (Kap. 2 und 3.1). Die Fluktuationsfunktion der konventionellen, nicht trendbereinigen-
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Abbildung 3.11: Fluktuationsfunktionen der zentralasiatischen Temperaturreihen der Klimastatio-
nen Karakol und Bajtyk. Aufgetragen sind die Fluktuationsfunktionen F (s) der
konventionellen FA und der DFA1-3 (jeweils von oben) gegen die Zeitskala s, für
die monatlichen Temperaturreihen von a) Karakol und b) Bajtyk. Zusätzlich sind
Geraden mit der Steigung 0,5 gestrichelt eingezeichnet (unten). Blau dargestellt
sind die Steigungen, die für die DFA2 ermittelt wurden und grün die der FA (nach
[155, 182]).

den FA zeigt dagegen für Karakol einen etwas zu großen Exponenten (αFA = 0,77) und für
Bajtyk eine eher zu kleine Steigung (αFA ≈ 0,56). Bei der konventionellen Fluktuationsanalyse
wird nicht zwischen Langzeitkorrelationen und Trends unterschieden, weshalb ein Trend wie
Korrelationen wirkt und sich als Abhängigkeit äußert, die zu einer erhöhten Steigung der FA
gegenüber der DFA höherer Ordnung führt. Die Situation bei Karakol deutet also auf einen
Trend hin. Diese Abweichung wird im folgenden Kap. 3.2.3 genutzt, um die unterliegenden
Trends abzuschätzen.

3.2.3 Anwendung der DFA zur Trendbestimmung

Die Trendbereinigende Fluktuationsanalyse wurde erstmals von Bunde u. a. 2000 [33] syste-
matisch auch in höherer polynomialer Ordnung angewendet (DFA in Kap. 2.2.1). Der Einfluß
von Trends auf die Fluktuationsfunktionen verschiedener Ordnung wurde dann als erstes von
Kantelhardt u. a. 2001 [110] im Detail betrachtet. Wie in Kap. 2.2.1 wiedergegeben wurde,
eliminiert die DFA polynomiale Trends der Ordnung n im Profil, also der Ordnung n − 1
in der ursprünglichen Reihe. Entsprechend bereinigt DFA2 lineare Trends, DFA1 konstante
Trends (Stufen) und DFA0 bzw. FA gar keine Trends. Es zeigt sich aber, daß die Fluktua-
tionsfunktionen nicht immer so glatt sind, vgl. Abb. 3.11 und z.B. 2.6, und mal eine etwas
größere oder kleinere Steigung ergeben. Man kann also nicht eins zu eins auf einen bestimm-
ten Trend schließen (Abb. 2.9). Hinzu kommt, daß sich schwache Trends mit denen man es
hier zu tun hat, nicht auf die DFA1 auswirken, sondern nur auf FA bzw. DFA0. Kantel-
hardt u. a. 2001 [110] untersuchen aber nur DFAn bei relativ starken Trends. Da bei dieser
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Abbildung 3.12: Histogramme der Exponenten αFA und αDFA2, die aus modellierten, mit Trends
unterlegten Reihen der Temperaturreihe von Karakol gewonnen wurden. Für die
Berechnung wurden je 100 000 gaußverteilte Reihen der Länge N = 1 416 und mit
der Vorgabe αFFM = 0,66 erzeugt und mit der DFA2 (orange) und der FA (blau)
analysiert. In a) sind die Reihen trendfrei, in b) und c) wurden jeweils Trends der
Stärke A = 0,8 bzw. A = 1,2 in Einheiten der Standardabweichung pro Reihenlänge
addiert. Man sieht, daß die Exponenten der DFA2 unbeeinflußt bleiben, während
die αFA mit zunehmendem Trend größer werden. Die Histogramme sind normiert
und ihnen liegt eine Klassenbreite von 0,025 zugrunde.

Studie von einem schwachen Trend ausgegangen wird, soll ihm ein linearer Ansatz genügen.
Zur Bestimmung der Langzeitkorrelationen ist man mit DFA2 also auf der sicheren Seite
(Kap. 3.2.2).

Die vorgestellte Methode [182, 155] basiert also auf dem Vergleich der Fluktuationsfunktionen
von FA und DFA2. Die Frage ist, wie wahrscheinlich es ist, für eine stationäre langzeitkorre-
lierte Reihe mit αDFA2 eine FA-Fluktuationsfunktion mit dem gefundenen Exponenten αFA

zu erhalten. Der Fall 1 ≥ αFA � αDFA2 kommt selten vor, weshalb man dann auf einen
Trend schließen kann. Um aber eine solche Wahrscheinlichkeit zu berechnen, muß man viele
Reihen erzeugen, die möglichst ähnliche Eigenschaften haben, wie die zu untersuchende Rei-
he, besonders was die Langzeitkorrelationen angeht. Anhand dieser läßt sich dann abzählen,
wie häufig die Steigungen αFA und αDFA2 der zu untersuchenden Reihe mit einer gewissen
Unsicherheit bei den simulierten Reihen auftritt. Als nächstes wiederholt man die Prozedur,
gibt den generierten Reihen aber einen zusätzlichen Trend mit vorgegebener Stärke, so daß
man wieder einen Wert dafür berechnet, wie wahrscheinlich das

’
Bild‘ von FA und DFA2

ist. Variiert man die Steigung des linearen Trends, dann kann man den Punkt der größten
Wahrscheinlichkeit suchen, der dann den wahrscheinlichsten Trend angibt.

Zuerst wird die monatliche Temperaturreihe von Karakol betrachtet. Sie ist 118 Jahre also
1416 Datenpunkte lang und hat laut Abb. 3.11 Langzeitkorrelationen mit αDFA2 = 0,66. Für
die Trendanalyse wurden 100 000 zufällige gaußverteilte Reihen mit der Länge N = 1416 und
mit vorgegebenen Fluktuationsexponenten αFFM = 0,66 mittels der Fourier Filter Methode
(FFM, vgl. Kap. 2.2.3) erzeugt. Es wird also die Annahme gemacht, daß es sich um keine
sehr von Gauß abweichende Grundverteilung handelt. Sodann wurde die FA/DFA auf jede
Reihe angewendet und jeweils die Steigungen αFA und αDFA2 auf den Skalen 14 < s <
140 bestimmt. Abbildung 3.12a) zeigt die Verteilungsdichten der ermittelten Exponenten.
Während die αDFA2-Werte um ihre Vorgabe streuen, liegen die Steigungen der FA etwas
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Abbildung 3.13: Anteil der künstlichen Reihen, die ähnliche Exponenten αFA und αDFA2 aufweisen
wie die echten Reihen von Karakol bzw. Bajtyk in Abb. 3.11. In Abhängigkeit des ad-
dierten linearen Trends, vgl. Abb. 3.12, ist die Wahrscheinlichkeit dafür aufgetragen,
daß die künstlichen Reihen Steigungen in den Fluktuationsfunktionen aufweisen, die
den echten ähneln, also für a) Karakol, αDFA2 = 0,66± 0,05 und αFA = 0,77± 0,05
sowie b) Bajtyk, αDFA2 = 0,62± 0,05 und αFA = 0,56± 0,05 (nach [155, 182]).

darunter und sind über einen größeren Bereich verteilt. Beides sind Eigenarten der FA. Per
Definition sind diese generierten Reihen stationär, weisen also keinen Trend auf. Man findet,
daß in dieser Situation nur rund 4% aller Reihen αDFA2 = 0,66± 0,05 und αFA = 0,77± 0,05
aufweisen. Die Situation von Abb.3.11a) tritt also selten auf, weshalb es unwahrscheinlich ist,
daß die Temperaturreihe von Karakol keinen Trend beinhaltet.

Im nächsten Schritt werden die künstlichen Reihen mit einem linearen Trend der Stärke A
versehen (Gl. (2.19) mit p = 1). Der gesamte Vorgang wird wiederholt und man betrach-
tet wieder die gewonnenen Exponenten und deren Verteilungsdichte. Beispiele dafür sind in
Abb. 3.12b)+c) gezeigt. Mit zunehmendem linearen Trend bleiben die Exponenten der DFA2
unverändert. Unterdessen nehmen die Steigungen der FA tendenziell größere Werte an, die
Verteilung verschiebt sich nach rechts. Bei einem Trend treten größere Steigungen αFA also
häufiger auf. Bestimmt man für diese Histogramme nun wieder den Anteil der Realisationen,
die αDFA2 = 0,66 ± 0,05 und αFA = 0,77 ± 0,05 erfüllen und trägt das gegen die Stärke des
Trends auf, dann findet man den Verlauf in Abb. 3.13a). Bei Null (ohne Trend) sind die
eingangs bestimmten 4% eingetragen. Bei zunehmendem Trend erfüllen immer mehr Reihen
die Bedingung αFA = 0,77 ± 0,05 weshalb die Kurve ansteigt, bis zu einem Maximum bei
dem Trend von 0,8 σ0/N . Ein Trend der Stärke 1,2 σ0/N (Abb. 3.12c)) ist dann immer noch
wahrscheinlicher als kein Trend. Verschwindend ist dagegen die Wahrscheinlichkeit für einen
Trend mit einer Steigung, die größer als 1,5σ0/N ist.

Man kann also schlußfolgern, daß es sich mit größter Wahrscheinlichkeit um einen Trend der
Steigung 0,8σ0/N handelt, wobei die Unsicherheit wegen der Breite der Kurve in Abb. 3.13a)
recht groß ist. Rechnet man diesen wahrscheinlichsten Trend um, von Einheiten der Stan-
dardabweichung pro Reihenlänge nach Grad Celsius pro 100 Jahre, dann bekommt man einen
Anstieg von 1

�
/100y [155, 182] mit einer geschätzten Unsicherheit von 0,2

�
/100y.

Führt man die gleiche Methode für die Temperaturreihe von Bajtyk durch, mit den entspre-
chenden Parametern αFFM = 0,62; N = 1044 und den Bedingungen αDFA2 = 0,62 ± 0,05;
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αFA = 0,56±0,05, dann gelangt man zu den Wahrscheinlichkeiten von Abb. 3.13b). Die Wahr-
scheinlichkeit, daß die Reihe von Bajtyk keinen Trend beinhaltet beträgt 38%. Der gleiche
Wert gilt aber auch noch für einen Trend mit der Steigung von 0,2 σ0/N , was einem Anstieg
von 0,5

�
/100y entspricht. Dieser Trend ist aber unwahrscheinlicher als der von Karakol.

Mossig und Rybski 2005 [155] vergleichen die hier vorstellten Resultate mit den entsprechen-
den Regressionsanalysen von Giese und Mossig 2004 [77]. Für Karakol ergibt sich mit dem
DFA-basierten Verfahren wider Erwarten ein etwas stärkerer Trend als der, den man mit
einer Regression findet. Im Fall von Bajtyk ist es umgekehrt, die Regressionsanalyse ergibt
eine größere Steigung. Es ist nicht ganz verstanden, warum die Regression für die Karakol-
Reihe eine kleinere Steigung ergibt, als mit dem DFA-Verfahren berechnet wurde, schließlich
erwartet man aufgrund der Langzeitkorrelationen, daß die herkömmliche Regressionsanalyse
Trends überschätzt, siehe z.B. Abb. 2.21. Vermutlich liegt die Ursache in der statistischen
Natur des Problems. Die Regressionen streuen um einen tatsächlichen Wert. Möglicherweise
handelt es sich hier um einen Fall, der zufällig klein ausfällt.

In [155] werden außerdem Trends untersucht, die bis 1950 konstant sind und dann linear
einsetzen. Dabei zeigt sich, daß die Regressionsanalyse eine größere Steigung detektiert als
der FA/DFA-Vergleich. Dies kann damit erklärt werden, daß bei der Regression um so größere
Steigungen gefunden werden, je kleiner das Fenster ist. Für Langzeitkorrelationen gilt der
Zusammenhang aus Gl. (2.68). Mit dem DFA-basierten Verfahren zeigt sich für den Trend ab
1950 genau die Steigung, die nötig ist, um auf den gleichen Gesamtanstieg zu kommen, wie
der Trend über die gesamte Reihe. Die Methode differenziert also nicht die Form des Trends,
sondern bestimmt einzig den Gesamtanstieg.

Die hier beschriebene Methode zur Quantifizierung systematischer Änderungen des Mittel-
wertes unterscheidet außerdem nicht zwischen ansteigenden und abfallenden Trends. Dies liegt
darin begründet, daß sich beide Richtungen in gleicher Weise auf die FA auswirken (wegen
des Quadrates in Gl. (2.14)). Aus Plausibilitätsgründen wurde aber immer von ansteigenden
Trends ausgegangen.
Die künstlichen langzeitkorrelierten Reihen wurden nach ihrer Erzeugung mit linearen Trends
unterschiedlicher Steigung versehen. Diese Maßnahme vergrößert die Standardabweichung,
die ihrerseits zur Umrechnung des Trends benötigt wird. Da der addierte Trend klein ist im
Verhältnis zu den Fluktuationen, kann der Einfluß auf die Trendabschätzung vernachlässigt
werden.
Abbildung 3.13 stellt für jeden getesteten Trend den Anteil der Konfigurationen dar, die ei-
ne Bedingung α ± 0,05 erfüllen, also deren bestimmte Exponenten im Bereich (α − 0,05) <
α < (α + 0,05) liegen. Die Spanne ±0,05 wurde gewählt, weil sie in der Größenordnung des
typischen Fehlers liegt, der bei Monatsdaten auftritt. Andere Intervalle führen zum gleichen
Verlauf von Abb. 3.13, nur in unterschiedlicher Höhe. Die Werte der berechneten Wahrschein-
lichkeiten sind also nicht absolut zu betrachten.

Wie eingangs erwähnt wurde, ist die Voraussetzung für die Anwendung der vorgestellten
Methode, daß der DFA2-Fluktuationsexponent der zu untersuchenden Reihe nicht zu groß
ist, denn dann hat die FA mit einer maximalen Steigung 1 wenig Spielraum, um auf einen
Trend zu reagieren.
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Diskussion

In dieser exemplarischen Analyse von regionalen Temperaturtrends zweier Klimastationen in
Zentralasien werden also Erwärmungen von wahrscheinlich ca. 1

�
in hundert Jahren (Kara-

kol) bzw. etwas unwahrscheinlicher ca. 0− 0,5
�

/100y (Bajtyk) gefunden. Diese Werte liegen
etwas über bzw. unter dem, was man qualitativ anhand der räumlich gemittelten instru-
mentellen Temperaturreihe der nördlichen Hemisphäre erwarten würde. Da die Stationen nur
etwa 320 km in Luftlinie voneinander entfernt liegen, fragt man sich trotzdem, wie es zu so
unterschiedlichen Trends kommt. Die Untersuchungen von Kap. 5.2 zeigen, daß die Station
von Karakol wegen ihrer Lage im Issyk-Kul-Becken klimatisch eher abgeschirmt ist, und daß
die Temperaturreihen relativ verschieden voneinander verlaufen (geglättete Reihen sind in
[155] abgebildet). Der gefundene Trend in der Temperaturreihe von Karakol unterscheidet
sich gering von dem Ergebnis einer Regressionsanalyse [77].

3.3 Detektion mittels gleitender Mittel

Im vorhergehenden Kapitel 3.2 wurden Trends in Temperaturreihen einzelner Klimastationen
mittels der DFA bestimmt, bzw. mittels der Verfälschung der FA-Ergebnisse durch Trends. In
diesem Abschnitt werden Temperaturreihen der nördlichen Hemisphäre untersucht, die – so-
viel soll vorweggenommen werden – stärkere Langzeitkorrelationen aufweisen als die Reihen
einzelner Stationen. Dadurch unterscheiden sich die Fluktuationsfunktionen der FA/DFA0
aber kaum von der maximalen Steigung 1, weshalb die DFA-Methode ungeeignet ist.
Nicht nur die Methode in diesem Kapitel ist eine andere, sondern zudem der Gegenstand. Auch
wenn die Temperaturreihen einzelner Stationen stark miteinander verwandt sind (Kap. 5),
so ist es doch etwas grundsätzlich Verschiedenes, die Temperatur an einem Punkt oder die
großräumige über viele Punkte gemittelte Temperatur zu untersuchen. Zuvor ging es um die
Trendanalyse einer lokalen (regionalen) Temperatur, während hier auf globaler Skala eine
Trendbetrachtung für die Temperatur der nördlichen Hemisphäre vollzogen wird. Zudem ha-
ben die hier analysierten Reihen jährliche Auflösung.
Warum wurde die nördliche Hemisphäre ausgewählt? Die Erdoberfläche ist zu etwa 72 % von
Wasser bedeckt. Der Großteil der Landmassen liegt dabei auf der Nordhalbkugel. Dort leben
also auch die meisten Menschen und die Temperatur wurde folglich am längsten und mit
besserer räumlicher Auflösung gemessen. Zwar werden mit der ausgedehnten Seeschiffahrt
auch auf den Ozeanen Messungen vorgenommen, doch bleibt die Südhalbkugel schlechter ab-
gedeckt. Satelliten messen erst seit einigen Jahrzehnten. Ähnliche Argumente gelten für die
rekonstruierten Temperaturreihen, die auf sogenannten Proxydaten beruhen.

Zu Beginn werden in Kap. 3.3.1 die wichtigsten Aspekte der Diskussion um die globale Kli-
maerwärmung dargelegt, die seit mehreren Jahren kontrovers geführt wird. In Kapitel 3.3.2
werden dann die aus Proxydaten rekonstruierten Temperaturreihen für die nördliche He-
misphäre eingeführt, vor deren Hintergrund der instrumentell gemessene Temperaturanstieg
des letzten Jahrhunderts betrachtet wird. Daß alle vorliegenden Temperaturrekonstruktionen
langzeitkorreliert sind, ist Gegenstand von Kap. 3.3.3. Wie am Anfang dieser Arbeit bereits
diskutiert wurde, führen Langzeitkorrelationen zu einer verstärkten Variabilität innerhalb
einer Meßreihe (Kap. 2.3). Will man Aussagen darüber treffen, wie wahrscheinlich die beob-
achtete Klimaerwärmung mit den natürlichen Fluktuationen des Klimasystems erklärt werden

74



3.3 Detektion mittels gleitender Mittel

Abbildung 3.14: Das Titelblatt des National Geographic (Ausgabe September 2004) zeigt unter
der Schlagzeile

”
Global Warning“, als Wortspiel mit Global Warming (Globale

Erwärmung), einen Waldbrand in Alaska (Foto: Peter Essick).

kann, so kommt man nicht umher, dieser gesteigerten Variabilität Rechnung zu tragen. Die
eigentliche Analyse des Anstiegs in der instrumentell gemessenen Temperatur der nördlichen
Hemisphäre findet in Kap. 3.3.4 statt, wo die gemessene Reihe zu den Rekonstruierten in Be-
zug gesetzt wird. Die Analyse zeigt, wie wahrscheinlich der gegenwärtige Temperaturanstieg
auf Basis von Temperatur-

”
Schätzungen“ über die letzten 500 bis 2 000 Jahre ist.

3.3.1 Klimadiskussion

In den 1980er Jahren hat sich der Ausdruck
”
globale Klimaerwärmung“ als Begriff für den be-

obachteten anthropogen bedingten Klimawandel etabliert. Man unterscheidet zwischen dem
natürlichen Klimawandel, wie er in der Geschichte der Erde häufig aufgetreten ist, und dem an-
thropogen verstärkten Klimawandel (globale Erwärmung), der unter dem Einfluß des mensch-
lichen Wirkens in den letzten Jahren beobachtet wurde. Seit Jahrzehnten wird eine kontroverse
Diskussion um die globale Erwärmung geführt, und das Thema weist eine anhaltende Medi-
enpräsenz auf. Zum Beispiel zeigt Abbildung 3.14 ein Titelblatt der englischen Ausgabe des
National Geographic. Vor dem Hintergrund eines Waldbrandes in Alaska wird in großen Let-
tern mit dem Wortspiel

”
Global Warning“ vor der globalen Erwärmung gewarnt. Typisch an

diesem Beispiel ist das Einbringen eines Ereignisses, das mit einem Klimawandel unmittelbar
nichts zu tun hat. Natürlich kann man argumentieren, daß ein wärmeres Klima möglicherweise
mehr Trockenheit verursacht, was wiederum unter Umständen zu mehr Waldbränden führen
kann. Die kausalen Zusammenhänge sind dabei jedoch sehr vage. Ähnlich verhält es sich mit
Hochwassern. Nach der Elbe-Flut im Jahr 2002 wurde dieses Ereignis immer wieder mit der
globalen Erwärmung in Verbindung gebracht. Doch sind Niederschlags- und Abflußreihen sehr
komplexer Natur, wie in Kap. 4 und 5 gezeigt wird. Zur Diskussion von Auswirkungen des
Klimawandels auf die Hydrologie sei auf die Arbeiten von Mudelsee u. a. 2003 [156] sowie
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Abbildung 3.15: Instrumentell gemessene Temperaturreihe der nördlichen Hemisphäre und Varia-
tionen des CO2 -Gehaltes bzw. der Sonnenflecken. a) Die Temperatur der boden-
nahen Luftschicht gemessen 1856-2004 [48] (schwarz), zusammen mit der CO2-
Konzentration in der Luft, wie sie seit 1958 vom Mauna Loa Observatorium auf
Hawaii gemessen wird [147] (grün). Für eine etwas größere Darstellung der Tem-
peraturreihe siehe Abb. 3.22 (auch Abb. 3.17b)). b) Sonnenflecken pro Jahr [195]
(orange) und 11-jähriges gleitendes Mittel (blau).

Kundzewicz und Schellnhuber 2004 [124] verwiesen. Es ist schon davon auszugehen, daß bei
höheren Temperaturen der hydrologische Kreislauf zumindest beschleunigt wird [124]. Trotz-
dem sollte Vorsicht bezüglich der Diskussion um die Auswirkungen der globalen Erwärmung
geboten sein.

Abbildung 3.15a) zeigt die instrumentell gemessene bodennahe Temperatur gemittelt über die
nördliche Hemisphäre. Es besteht kein Zweifel an dieser Erwärmung, die auf globaler Skala
stattfindet. In dem Teilbild ist auch der Verlauf der Kohlendioxid-Konzentration (CO2) in der
Luft abgetragen, die instrumentell am längsten auf dem Mauna Loa (Hawaii) in 3 400 m Höhe
gemessen wird. Seit Beginn dieser CO2-Messung im Jahr 1958 steigt die Konzentration streng
monoton an. Auffällig ist, daß diese Zunahme sehr gut mit dem verstärkten Temperaturanstieg
zusammenpaßt, der sich seit den 1970er Jahren vollzieht. Zunächst muß dabei kein kausaler
Zusammenhang bestehen (siehe auch Kap. 5.4), denn es könnte auch sein, daß aufgrund ei-
nes wärmeren Klimas mehr Kohlendioxid freigesetzt wird. Oder es gibt einen dritten Faktor,
den man nicht kennt, der sowohl den CO2 - als auch den Temperaturanstieg verursacht. Die
Zunahme der Kohlendioxid-Konzentration führt man aber zweifelsfrei auf die massive Ver-
brennung fossiler Brennstoffe zurück, die überwiegend aus Kohlenstoffverbindungen bestehen,
so daß bei der Verbrennung CO2 entsteht und entweicht. Der Temperaturanstieg wird teilwei-
se durch die physikalische Wirkung des Kohlendioxids, als Treibhausgas in der Atmosphäre,
erklärt.
Aber was ist unter dem Treibhauseffekt zu verstehen? Der Ausdruck bezieht sich ursprünglich
auf die Tatsache, daß es in einem Gewächshaus wärmer ist als außerhalb. Bei dem Gewächs-
haus spielen allerdings zwei Aspekte ein Rolle. Vereinfacht ausgedrückt durchdringt das Son-
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nenlicht die Glasscheiben, trifft auf das Innere und wird größtenteils absorbiert, also in Wärme
umgewandelt. Diese Wärme kann als langwellige Strahlung das Glas aber nicht mehr passie-
ren, so daß sich die Wärme konzentriert. Darüber hinaus funktioniert das Gewächshaus be-
sonders gut, weil die aufgewärmte Luft nicht entweichen kann. Außerhalb des Gewächshauses
entweicht sie durch Konvektion nach oben oder wird einfach vom Wind davongetragen. Im
Zusammenhang mit der Erwärmung der Atmosphäre meint man vor allem den ersten Effekt,
da die Luft im Prinzip ohnehin an die Erde gebunden ist. Tatsächlich wirkt die Atmosphäre
mit ihren Treibhausgasen erwärmend. Um dies zu zeigen, betrachtet man den Strahlungs-
haushalt der Erde im Gleichgewicht, siehe z.B. Kap 4.3 in [89]. Das Licht der Sonne hat
an der Erdbahn eine Strahlungsflußdichte von S ≈ 1 368 W/m2 (Solarkonstante). Die Erde
absorbiert mit der Fläche einer Kreisscheibe, also F1 = πr2, wobei r der Radius der Erde
ist. Ein Bruchteil A der Strahlung wird reflektiert (Albedo für die Erde ≈ 0,3), so daß die
Leistung (1− A)S · πr2 insgesamt absorbiert wird. Gleichzeitig emittiert die Erde nach dem
Stefan-Boltzmann Gesetz die Leistung σT 4

g mit der Temperatur Tg an jedem Quadratmeter
(Stefan-Boltzmann-Konstante σ = 5,67 · 10−8 Wm−2K−4). Die Abstrahlung erfolgt allerdings
über die gesamte Kugeloberfläche F2 = 4πr2, also mit der Leistung σT 4

g · 4πr2. Im Gleichge-
wicht ist die Bilanz von Absorption und Emission gleich

σT 4
g · 4πr2 = (1−A)S · πr2

σT 4
g · 4 = (1−A)S

Tg =

(
(1−A)S

4 · σ

)1/4

.

Man erhält die Strahlungsgleichgewichtstemperatur [89] von Tg = 255K = −18
�

. Glückli-
cherweise hat die Erde an ihrer Oberfläche aber eine Temperatur von Ts ≈ 288K = 15

�
.

Diese Differenz von 33
�

führt man auf den Treibhauseffekt zurück. Dies ist natürlich nur
eine stark vereinfachte Näherung, die etwa unterschiedliche Wellenlängen nicht differenziert,
was auch die Albedo betrifft. Denn die Albedo, die das diffuse Rückstrahlvermögen bezif-
fert, variiert je nach Oberfläche zwischen 5% (Wasseroberfläche, kleiner Winkel) bis 85%
(Neuschnee) [82]. Außerdem unterliegt sie Rückkoppelungseffekten, wenn sich z.B. die Eis-
bedeckung ändert. Unumstritten bleibt aber, daß es einen solchen Treibhauseffekt in der
Größenordnung von 33

�
gibt. Man unterscheidet aber auch hier zwischen einem natürlichen

Treibhauseffekt und einem anthropogen verstärkten Treibhauseffekt.
Neben dem CO2, dessen Eigenschaft als Treibhausgas erwiesen ist, wirken auch Methan (CH4)
und Distickstoffmonoxid (N2O, auch Lachgas genannt) als Treibhausgase [49]. Dazu kommt
troposphärisches Ozon, während stratosphärisches Ozon eher kühlend wirkt. Einige Aerosol-
partikel (in der Luft fein verteilte Schwebstoffe), wie Sulfate, wirken dem Treibhauseffekt auch
etwas entgegen.

Um diese Klimaerwärmung in den letzten 100-150 Jahren einschätzen zu können, ist es er-
forderlich, sich die Temperaturentwicklung in der Erdgeschichte anzusehen. Abbildung 3.16
veranschaulicht schematisch die qualitativen Temperaturschwankungen der nördlichen He-
misphäre für den Zeitraum bis eine Million Jahre vor heute. Dabei zeigen die Teilbilder von
oben nach unten jeweils den Ausschnitt des jüngsten Zehntels. Der Verlauf wird zum Teil aus
Eisbohrkernen gewonnen [168, 196]. Man erkennt die kleine Eiszeit, die an die mittelalterliche
Warmperiode (MWP bzw. OJ in Abb. 3.16) anschließt. Noch davor, bei 0,2 · 104 = 2000
Jahren, liegt die römische Warmperiode (mittleres Teilbild, nicht gekennzeichnet). Geht man
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weiter in die Vergangenheit, dann findet man sich abwechselnde Kalt- und Warmzeiten. Das
Klima scheint sich auf der Skala von einer Million Jahren durchgehend in einem Zustand
der Veränderung befunden zu haben, wobei die minimalen und maximalen Grenzen stabil zu
sein scheinen [168]. Klimaschwankungen sind ein natürlicher Vorgang. Im obersten Teilbild
von Abb. 3.16 scheinen die Fluktuationen eine quasi-periodische Form zu haben, mit einer
Wellenlänge von ungefähr 100 000 Jahren. Schwankungen dieser Periode, wie auch 43 000 und
24 000 Jahre werden mit Variationen der Erdbahn und -rotation bzw. deren Überlagerungen
erklärt (Milanković-Zyklen), siehe z.B. [46].

Es sind nicht nur diese großskaligen Schwankungen, die für Diskussionen gesorgt haben, son-
dern auch einige andere Aspekte. Argumente sind z.B., daß die Temperaturmessungen nicht
korrekt sein könnten. Da sich die meisten Klimastationen in der Nähe von Siedlungen befan-
den, sind im Laufe der Jahre Städte um die Stationen gewachsen, die wiederum ihr eigenes
Mesoklima haben. Da die in Abb. 3.15a) gezeigte Temperaturkurve letztlich teilweise auf den
Messungen solcher Stationen beruht, ist tatsächlich davon auszugehen, daß sie zum Teil den
Effekt der Stadterwärmung widerspiegelt. Man geht davon aus, daß die Stadterwärmung ca.
0,5− 1,0

�
im jährlichen Mittel (Stadt/Umland) je nach Stadt ausmacht [82].

Ein anderer strittiger Punkt ist die Rolle der Sonneneinstrahlung [49]. Abbildung 3.15b) zeigt
die Anzahl der Sonnenflecken, die in dem Zeitraum 1856-2004 pro Jahr aufgetreten sind. Die
Sonnenflecken selbst stellen eine Verdunkelung dar. Sie treten allerdings zusammen mit den
hellen Fackeln vermehrt in Epochen verstärkter Sonnenaktivität auf. Deshalb sind die Flecken
ein Maß für die Sonnenaktivität – mittels Satelliten wird sie erst seit 1978 gemessen. Unter
Zuhilfenahme von Proxydaten, wie z.B. der 10Be-Konzentration, wird die Sonnenaktivität
ergänzend rekonstruiert [226]. Dabei nutzt man aus, daß während Epochen erhöhter Sonnen-
aktivität die Erzeugung von 10Be in der oberen Atmosphäre durch magnetische Felder des
Sonnenwindes unterdrückt wird. Die rekonstruierte Sonnenaktivität (Abb. 3.1) ist ihrerseits
z.B. erforderlich, um, wie in Kap. 3.1 beschrieben, das Klima zu rekonstruieren [233].

Bekanntermaßen variiert die Anzahl der Sonnenflecken unter anderem dominant mit einer Pe-
riode von etwa elf Jahren [171]. Um diese Oszillationen auszublenden, ist in Abb. 3.15b) auch
das elfjährige gleitende Mittel der Sonnenflecken eingezeichnet. Wegen der Unregelmäßigkeit
der Oszillationen zeigt das gleitende Mittel selbst auch noch Periodizitäten. Qualitativ läßt
sich nur bedingt eine Ähnlichkeit zu der direkt gemessenen Temperaturreihe von Abb. 3.15a)
erkennen. Von 1645-1715 fand eine Epoche stark reduzierter Sonnenaktivität statt, genannt
Maunderminimum. Dieses Minimum fällt sehr gut mit den kalten Jahren der kleinen Eiszeit
zusammen (vgl. die Moberg-Reihe in Abb. 3.17b)). Insgesamt ist der Einfluß der Sonnen-
aktivität auf das Klima der Erde umstritten. Fligge und Solanki 2002 [68] finden zwischen
1880 und 1975 einen annähernd parallelen Lauf der Helligkeit der Sonne und der globalen
Mitteltemperatur. Für die jüngste Vergangenheit sehen die Autoren aber ein deutlich anderes
Bild. Der klimatische Einfluß von Vulkanaktivität wird hier nicht diskutiert, findet aber in
Kap. 3.1 kurz Erwähnung.

Es ist allgemein anerkannt, daß die Temperatur an der Erdoberfläche seit den letzten hundert
Jahren zunimmt, mit einem verstärkten Anstieg in den letzten 25 Jahren (siehe Abb. 3.22
und 3.17b) oben). Die offene Frage lautet, wie viel von dieser Zunahme auf natürliche Fluk-
tuationen zurückzuführen ist, und welcher Teil anthropogenen Ursprungs ist, z.B. verursacht
durch eine verstärkte Treibhausgasemission im letzten Jahrhundert. Dies ist das Detektions-
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Abbildung 3.16: Schematischer Überblick der gemittelten Temperaturschwankungen der Nordhalb-
kugel bis eine Million Jahre in die Vergangenheit. Die Temperaturachse ist eher qua-
litativ zu verstehen. Gezeigt sind die Schwankungen seit einer Jahrmillion (oben),
seit 100 000 Jahren vor heute, bis schließlich für die letzten hundert Jahre (unten).
Die Symbole benennen verhältnismäßig warme oder kalte Epochen: K3, Mindel-
Kaltzeit; K2, Riß-Kaltzeit; K1, Würm-Kaltzeit; PJ, Kleine Eiszeit; W3, Holstein-
Warmzeit; W2, Eem-Warmzeit; W1, Neo-Warmzeit (Postglazial); OH, Holozänes
(postglaziales) Klimaoptimum; OJ, Mittelalterliches Optimum (Warmzeit); OK, Mo-
dernes (neuzeitliches) Klimaoptimum. (Entnommen aus [190])
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und Attributionsproblem (
”
attribution“: Zuschreibung, Zuordnung) [91, 95, 235, 92, 10], das

eine bedeutende Rolle in der Serie der IPCC-Berichte spielt [97, 96].

Für das Detektionsproblem sind die Temperaturrekonstruktionen von großer Bedeutung.
Die wichtigsten für die letzten Jahrhunderte bis zwei Jahrtausende werden im folgenden
Kap. 3.3.2 besprochen. Die Rekonstruktion von Mann u. a. 1998 [140] (siehe Abb. 3.17a), ge-
nannt MBH98) hat große Popularität im Zusammenhang mit der globalen Erwärmung erlangt.
Sie ist als

”
Fieberkurve der Erde“ bekannt und wird wegen ihrer Form auch

”
Hockeyschläger“-

Kurve genannt. Dem halbwegs konstanten Verlauf bis Anfang des zwanzigsten Jahrhunderts
folgt ein abrupter Anstieg, der sich bis in die heutige Zeit fortsetzt. Die Auseinandersetzungen
um diese Kurve kulminierten in dem Versuch von McIntyre und McKitrick 2003 [148], die
Reihe zu reproduzieren, was zu einem Corrigendum durch Mann u. a. 2004 [142] führte. Poli-
tisch instrumentalisiert wurde die Affäre, als Joe Barton, Republikaner und Vorsitzender des
Energieausschusses im US-amerikanischen Repräsentantenhaus, die Autoren Mann, Bradley
und Hughes aufforderte, ihre Geld- und Datenquellen offenzulegen, sowie ihre Arbeitsweise
zu rechtfertigen. Während sich früher Kritiker Angriffen ausgesetzten sahen, wurden nun je-
ne Forscher in die Defensive gedrängt, die vor der globalen Erwärmung warnen. Tatsächlich
scheint die MBH98-Reihe einige Schwachstellen aufzuweisen, wie das häufig vorgeworfene
Fehlen der mittelalterlichen Warmzeit. Obwohl die Arbeit methodisch nicht einwandfrei zu
sein scheint [221], sollte man sie aber nicht gänzlich verurteilen, sondern als eine Etappe
im wissenschaftlichen Prozeß ansehen. Inzwischen gibt es eine ganze Reihe anderer Kurven
(Kap. 3.3.2), und die nach wie vor populäre Mann-Reihe verliert an Bedeutung.

Im Zuge der Diskussion um die globale Klimaerwärmung, die hier nur angerissen werden kann,
malt man sich natürlich auch die Auswirkungen einer sich fortsetzenden Erwärmung aus. In
Folge eines Rückgangs der Schneebedeckung und der Gletscher [45] befürchtet man eine Ver-
ringerung der Albedo, was zu einer erhöhten Absorption des Sonnenlichts führt, so daß eine
weitere Erwärmung zu erwarten ist. Ein anderer Sorge ist die Beeinflussung des Golfstroms,
siehe z.B. [174] und [25, 159], der für das Klima in Europa eine wichtige Rolle spielt. Berück-
sichtigt man die globale Tendenz einer verstärkten Besiedlung der Küstenstreifen, dann ist
der Anstieg des Meeresspiegels [54, 149] besonders besorgniserregend. Dabei treten drei Ef-
fekte in Erscheinung. Das Wasser des abschmelzenden Kontinentaleises gelangt in die Ozeane
und führt zum Anstieg des Meeresspiegels. Darüber hinaus wirkt die Wärmeausdehnung des
Meerwassers. Diese ist zwar nur gering, aber da die Volumenzunahme nur in eine Raum-
richtung stattfinden kann, gelangt man bei einer mittleren Ozeantiefe von ca. 3 800 m auf
einen Meeresspiegelanstieg von ca. 8 cm/

�
. Komplex ist die Wirkung des abschmelzenden

Kontinentaleises auf die Erdkruste, die dadurch deformiert wird. Das nachlassende Gewicht
führt zur Anhebung entsprechender Stellen. Viele dieser Auswirkungen machen sich bereits
bemerkbar und verdeutlichen zugleich die Tragweite des Klimawandels.

Unter Klima versteht von Storch 2005 [218] die Statistik des Wetters. Entsprechend wird
bei Klimavorhersagen nicht das Wetter in einigen Jahren angegeben, sondern die Statistik
des Wetters in einigen Jahren. Klimamodelle haben sich heute fest als Werkzeuge zur Kli-
maprognose etabliert [219, 217]. Bezüglich der globalen Klimaerwärmung existiert nämlich
ein grundsätzliches Problem. Man kann keine Experimente mit dem Klimasystem der Erde
durchführen – es gibt nur dieses eine und das

’
Experiment‘ läuft gerade. Also versucht man,

das Klima mit aufwendigen Programmen und hoher Rechenleistung zu modellieren (siehe
auch Kap. 3.1). Auf diese Weise lassen sich viele Fragestellungen bearbeiten. Die wichtigste in
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diesem Kontext ist jedoch, wie sich das Klima in diesem Jahrhundert unter bestimmten Rand-
bedingungen, was äußere Einflüsse (Forcings, vgl. Kap. 3.1), wie etwa die Entwicklung der
Konzentration des Treibhausgases CO2 angeht, entwickeln wird. Dabei haben Simulationen
mit verschiedenen Szenarien von Forcings ergeben, daß, selbst wenn sich die Konzentration der
Treibhausgase heute stabilisieren ließe (was sehr unwahrscheinlich ist), die Temperatur wegen
der Trägheit der Ozeane trotzdem um mindestens ein weiteres halbes Grad steigen würde,
siehe z.B. [149, 229], auch wenn sich die Ergebnisse der Modelle im Detail unterscheiden [80].

3.3.2 Rekonstruierte Temperaturreihen der nördlichen Hemisphäre

Um etwas über die Temperatur in der Vergangenheit zu erfahren, muß man auf sogenannte
Proxydaten zurückgreifen (

”
proxy“, Stellvertreter). In Anlehnung an die Paläontologie, also

der Wissenschaft von Lebewesen vergangener Erdzeitalter, spricht man auch von paläoklimati-
schen Proxydaten. Ein Überblick zur Thematik der Klimarekonstruktion innerhalb der letzten
ein bis zwei Jahrtausende wird von [19, 106] gegeben. Die Stellvertreter können verschieden-
sten Ursprungs sein und enthalten aufgrund der biologischen, chemischen oder physikalischen
Eigenschaften indirekte Informationen über das Klima vergangener Zeiten. Ein Indikator für
die Temperatur besagt, ob es an einem Ort eher warm oder eher kalt war. Dabei werden
aufwendige Techniken verwendet, wie z.B. das Sauerstoff-Isotopenverhältnis δ18O. Um die
Temperatur zu quantifizieren, ist eine Kalibrierung mit den instrumentell gemessenen Daten
nötig. Doch dazu muß zunächst eine Datierung der Daten erfolgen, bei der die Reihe zeitlich
eingeordnet wird. Hier kommt z.B. die 14C-Datierung zum Einsatz.
Man unterscheidet Indikatoren mit hoher zeitlicher Auflösung (wie Baumringe, Korallen, Eis-
bohrkerne jährlicher Auflösung u.A.) und niedriger Auflösung (wie Pollen, Muscheln, Bin-
nenseesedimente u.A.). Nimmt man z.B. Baumringe, dann ist klar, daß sich einzelne Jahre
präzise identifizieren lassen (gute zeitliche Auflösung). Die Segmente einzelner Baumstämme
sind aber nur typischerweise 200 bis 400 Jahre lang [62]. Jedes einzelne Teilstück enthält also
keine Schwankungen auf Zeitskalen mehrerer Jahrhunderte (

”
multicentennial“). Dies hängt

z.B. bei Baumringen damit zusammen, daß altersabhängige biologische Wachstumstrends ab-
gezogen werden [62]. Die aus den Segmenten zusammengesetzte Reihe kann folglich auch nur
schwerlich langfristige Fluktuationen auf Zeitskalen mehrerer Jahrhunderte wiedergeben. Um
aber die langfristige Variabilität des Klimas zu untersuchen, kann man also auf die Indikato-
ren mit schlechter zeitlicher Auflösung nicht verzichten. Bei der Datierung können sie Fehler
bis zu 100 Jahren haben, die aber auf Skalen von Jahrtausenden keine große Rolle spielen.
Dafür enthalten sie aber Informationen über die langfristigen Fluktuationen.

Zur Rekonstruktion werden möglichst viele Proxyreihen zusammengesetzt und auch aus ver-
schiedenen Typen kombiniert (

”
multiproxy“). Bei den gängigen statistischen Verfahren zur

Rekonstruktion hat sich allerdings gezeigt, daß dabei die Variabilität auf Skalen von Jahrhun-
derten verloren gehen kann [221]. Um dies zu vermeiden, benutzen Moberg u. a. 2005 [152]
Wavelets zur Rekonstruktion, mittels derer die Baumringdaten auf Skalen unterhalb von 80
Jahren verwendet werden und die anderen Proxydaten, wie Bohrkerne, auf Skalen oberhalb
der 80 Jahre.
Seit Ende der 90er Jahre haben sich verschiedene Gruppen der Rekonstruktion von Tempe-
raturreihen, aber auch anderer Größen, angenommen. Verschiedene Arbeitsgruppen haben
verschiedene Rekonstruktionen erstellt, wobei die Ergebnisse teilweise stark voneinander ab-
weichen.
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Abbildung 3.17: Betrachtete Rekonstruktionen der Temperaturen der nördlichen Hemisphäre: a)
Briffa u. a. 1998 [21], Jones u. a. 1998 [105], Mann u. a. 1998 [140], Mann
u. a. 1999 [141], Briffa 2000 [20], Crowley 2000 [47] (a+b), Briffa u. a. 2001 [22], Esper
u. a. 2002 [62]. b) Mann und Jones 2003 [143], McIntyre und McKitrick 2003 [148],
Huang 2004 [99], Jones und Mann 2004 [106], Mann u. a. 2004 [142], Moberg
u. a. 2005 [152], Rutherford u. a. 2005 [180]. Außerdem sind in b) oben eine in-
strumentelle Temperaturreihe der nördlichen Hemisphäre [48] (größerer Ausschnitt:
Abb. 3.22) und unten die Reihe einer langen Klimasimulation mit dem ECHO-
G-Modell [232] gezeigt. Die Rekonstruktionen beschreiben Abweichungen um den
Mittelwert der Jahren 1961-1990 (soweit vorhanden). Mann1998 und Mann2004 sind
identisch. Die Reihen sind nacheinander jeweils um ein Grad vertikal verschoben.
Die Unsicherheitsbänder verschiedener Reihen werden zur besseren Übersicht nicht
gezeigt.
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Bei den hier betrachteten Reihen handelt es sich um Rekonstruktionen der oberflächenna-
hen Temperatur für die nördliche Hemisphäre. Sie wurden in jüngster Zeit mit verschie-
denen Methoden und einer Vielfalt von Proxydaten konstruiert und sollen die historische
Entwicklung dieser Größe beschreiben. Genauer gesagt geht es um die Reihen folgender
Veröffentlichungen: Briffa u. a. 1998 [21] (Briffa1998), Jones u. a. 1998 [105] (Jones1998), Mann
u. a. 1998 [140] (Mann1998), Mann u. a. 1999 [141] (Mann1999), Briffa 2000 [20] (Briffa2000),
Crowley 2000 [47] (Crowley2000a, Crowley2000b), Briffa u. a. 2001 [22] (Briffa2001), Esper
u. a. 2002 [62] (Esper2002), Mann und Jones 2003 [143] (Mann2003), McIntyre und McKi-
trick 2003 [148] (McIntyre2003), Huang 2004 [99] (Huang2004), Jones und Mann 2004 [106]
(Jones2004), Mann u. a. 2004 [142] (Mann2004), Moberg u. a. 2005 [152] (Moberg2005) und
Rutherford u. a. 2005 [180] (Rutherford2005), siehe auch Tab. 3.1. Die Reihen sind bis auf
die McIntyre2003-Reihe unter [158] verfügbar. Zudem wird eine 1 000 jährige Simulation mit
dem ECHO-G Klimamodell untersucht. Das Modell (vgl. Kap. 3.1.2) wurde mit den geschätz-
ten Variationen in der Solar- und Vulkanaktivität sowie der Treibhausgase über 1 000 Jahre
angetrieben (Forcings) [232]. Es handelt sich somit um eine Rekonstruktion mit Hilfe eines
Klimamodells.
Abbildung 3.17 zeigt besagte rekonstruierte Reihen der jährlichen Temperatur der nördlichen
Hemisphäre. Außerdem ist in Abb. 3.17b) oben die instrumentell gemessene Reihe der letzten
149 Jahre eingezeichnet, verfügbar unter [48]. Der jüngste Anstieg in der Temperatur (siehe
z.B. Mann1998), wie auch die mittelalterliche Warmperiode (MWP) vor etwa 1 000 Jahren
(siehe z.B. Moberg2005), sind deutlich zu erkennen. Etwa zwischen 1400 und 1900 erstreckt
sich die sogenannte kleine Eiszeit. Wie man erkennen kann, überragt der Anstieg in der instru-
mentellen Reihe selbst die Rekonstruktionen mit einer deutlich sichtbaren mittelalterlichen
Warmzeit. Abbildung 3.18 zeigt die skalierten Verteilungsdichten p(T ) der rekonstruierten
Reihen. Man kann sehen, daß für die meisten Reihen p(T ) durch eine Gaußsche Normalver-
teilung approximiert werden kann, die wegen der Skalierung vollständig durch die Standard-
abweichung σ0 charakterisiert ist. Ausnahmen stellen vor allem die Reihen Briffa2001 und
Rutherford2005 dar, die beide zu den kürzeren gehören.

3.3.3 Bestimmung der Langzeitkorrelationen

Es zeigt sich, daß alle diese Reihen durch ausgeprägte Langzeit-Persistenz charakterisiert sind,
ähnlich denen, wie sie in gemessenen Reihen gefunden wurden [120, 164, 61, 16, 225, 109, 117],
siehe auch [44] und Kap. 2 und 3.1. Zum Testen der Temperaturrekonstruktionen auf Lang-
zeitkorrelationen wurde wieder die Trendbereinigende Fluktuationsanalyse zweiter Ordnung
(DFA2) angewendet. Um die Reihen zu standardisieren, wurde sie zuvor in Mittelwert und
Standardabweichung normiert. Da es sich um jährliche Reihen handelt, besteht kein Jahres-
gang.

Abbildung 3.19 zeigt die Fluktuationsfunktionen F (2)(s) der betrachteten Rekonstruktionen.
In der doppelt-logarithmischen Auftragung haben die Funktionen in Abb. 3.19a) näherungs-
weise geraden Verlauf, mit einer Steigung α zwischen 0,75 und 1,04. Die Exponenten sind im
Detail in Tab. 3.1 aufgeführt.
In dem Teilbild 3.19b) sind weitere Fluktuationsfunktionen abgebildet, die neben den Lang-
zeitkorrelationen auch Kurzzeitkorrelationen aufweisen (große Steigung bei kleinen Skalen).
Diese sind auf ein Glätten der Rekonstruktionen zurückzuführen. Vergleicht man sie mit
Abb. 3.17 dann erkennt man, daß just diese (Crowley2000a,b; Jones2004; Mann2003) weniger
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Abbildung 3.18: Skalierte Verteilungsdichten der rekonstruierten Temperaturreihen aus Abb. 3.17
mit den Standardabweichungen σ0. Es sind die normierten Häufigkeiten gegen den
um den Mittelwert verschobenen und skalierten Temperaturwert aufgetragen bei ei-
ner Klassengröße von 0,5 ·σ0. Die Abbildung zeigt, daß die Verteilungsdichten in den
meisten Fällen durch eine standard Normalverteilung approximiert werden können
(durchgezogene Linien). Die Histogramme sind jeweils um 10σ0 gegeneinander ver-
schoben.
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Abbildung 3.19: Korrelationen der betrachteten rekonstruierten Temperaturreihen aus Abb. 3.17 und
der ECHO-G-Simulation. Gezeigt sind die Fluktuationsfunktionen der Trendbereini-
genden Fluktuationsanalyse zweiter Ordnung (DFA2) gegen die Zeitskala in Jahren.
Die durchgezogenen Linien haben die Steigungen zu den in Tab. 3.1 angegebenen
α-Werten. Die gepunkteten Linien haben die Steigung 1 und 1/2. In b) sind die
Fluktuationsfunktionen der Reihen mit Kurzzeitkorrelationen und die Fluktuati-
onsfunktion der ECHO-G-Simulation abgebildet.

verrauscht sind. Bei der Moberg2005-Reihe sind die Kurzzeitkorrelationen nur sehr schwach
(siehe auch Abb. 3.20).

Die Fluktuationsfunktion des ECHO-G-Modellaufs ist auch in Abb. 3.19b) oben dargestellt.
Die Reihe weist keine besonderen Kurzzeitkorrelationen auf (die Krümmung am linken Ende
der Fluktuationsfunktionen ist ein Artefakt der DFA, siehe Kap. 2.2.1). Der Fluktuationsex-
ponent liegt mit 0,96 im Bereich der typischen Rekonstruktionen.

Man kann sich die Frage stellen, warum die Fluktuationsexponenten der Rekonstruktionen
größer, und die Langzeitkorrelationen stärker, als bei den gemessenen Temperaturreihen ein-
zelner Stationen sind. Dies läßt sich vermutlich damit erklären, daß für Temperaturreihen
der Meeresoberflächen auch größere Exponenten in einem weiten Bereich um 0,8 gefunden
wurden [153] (Kap. 3.1). Da die Ozeane den größten Teil der Erdoberfläche ausmachen, er-
scheinen die Exponenten für die Rekonstruktionen plausibel. Ferner stellen rekonstruierte
Reihen räumlich gemittelte Information dar. Es ist unklar, wie sich die Mittelung von un-
tereinander korrelierten Reihen (vgl. Kap. 5) auf die Autokorrelationen auswirkt. Außerdem
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Abbildung 3.20: Vergleich von a) der Moberg-Reihe und b) einer künstlichen langzeitkorrelierten
Reihe mit dem Fluktuationsexponenten α = 0,86. Die künstliche Reihe wurde mit-
tels Fourier-Filtering [135] erzeugt. Beide Reihen haben identischen Mittelwert und
Standardabweichung. Die ursprünglichen Reihen sind grün gezeichnet, während das
gleitende Mittel der Fenstergröße m = 30 jeweils schwarz dargestellt ist (aus [183]).

ist es schwer vorstellbar, daß das Klimasystem mit den langsamen Prozessen in den Ozeanen
nicht über eine ausgeprägte Trägheit verfügen soll, die sich als Persistenz äußert.

Um den Effekt der Langzeitkorrelationen auf die Variabilität der Reihen zu verdeutlichen,
werden in Abb. 3.20a)+b) die längste rekonstruierte Reihe (Moberg2005) und eine künstliche
langzeitkorrelierte Reihe mit dem gleichen α = 0,86 und der gleichen Standardabweichung σ0

verglichen. In beiden Teilbildern sind die jährlichen Daten grün gezeichnet und die zugehörigen
gleitenden Mittel mit m = 30 sind schwarz geplottet. Die Abbildung zeigt deutlich die große
Ähnlichkeit zwischen der Moberg-Rekonstruktion und der künstlichen langzeitkorrelierten
Reihe, die per Definition stationär ist. Dies verdeutlicht den Effekt der Korrelationen. Wegen
der Persistenz sind warme Jahre eher von warmen Jahren gefolgt und kalte von kalten, was
auch für Dekaden und Jahrhunderte gilt. Diese Eigenschaft führt zu der ausgeprägten Berg
und Tal Struktur, die man in Abb. 3.20 sieht, ferner zur Häufung von extremen Ereignissen,
beschrieben von Bunde u. a. 2005 [30]. Wegen der Langzeitkorrelationen ist die Variabilität
auf großen Skalen also deutlich verstärkt.

Es läßt sich also festhalten, daß die rekonstruierten Temperaturreihen für die nördliche He-
misphäre in den meisten Fällen annähernd gaußverteilt sind und durchweg ausgeprägte Lang-
zeitkorrelationen mit Fluktuationsexponenten zwischen 0,75 und 1,26 aufweisen. Die größten-
teils natürliche Variabilität in der Zeit bis 1979 läßt sich mit den Langzeitkorrelationen be-
schreiben. Um den beobachteten Anstieg in der instrumentell gemessenen Temperatur zu
bewerten, sollen nun die Temperaturrekonstruktionen als Grundlage natürlicher Fluktuatio-
nen dienen.
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3.3.4 Wahrscheinlichkeitsanalyse

Seit Beginn der Temperaturaufzeichnung beobachtet man ein mehr oder weniger kontinuier-
lichen Anstieg der oberflächennahen Temperatur. Hier wird die Frage behandelt, wie wahr-
scheinlich dieser Anstieg aufgrund der natürlichen Variabilität ist. Dabei werden als natürliche
Fluktuationen jene aufgefaßt, die man seit ein bis zwei Jahrtausenden beobachtet (nachträglich
und indirekt). Schließlich konnte es in dieser Zeit keine schwerwiegenden Einflüsse durch den
Menschen gegeben haben. Die Erfindung der Dampfmaschine setzte im 18. Jahrhundert mit
dem Beginn Industrialisierung zwar den entscheidenden Impuls, aber die massive Umgestal-
tung der Erde durch den Menschen vollzog sich erst Mitte des 20. Jahrhunderts, auch wenn
sich sein Wirken z.B. durch Abholzung bereits früher bemerkbar machte.
Um die Wahrscheinlichkeit des Anstiegs zu diskutieren, wird er hier als ein Element einer
Grundgesamtheit aufgefaßt. Die Grundgesamtheit ist zunächst unbekannt, weshalb in diesem
Ansatz die rekonstruierten Temperaturreihen jeweils als Stichprobe dienen, um auf die zu un-
tersuchende Gesamtheit zu schließen. Grob gesagt geht es um die Frage, wie wahrscheinlich es
ist, die Klimaerwärmung der letzten 100-150 Jahre in den verschiedenen Rekonstruktionen zu
finden. Die einzelnen Rekonstruktionen sollen dabei nicht bewertet werden, sondern es geht
einzig um die Betrachtung der Wahrscheinlichkeit für den jüngsten Anstieg.

Um also einzuschätzen, ob der jüngste Temperaturanstieg konsistent ist mit den Langzeitkor-
relationen, wird dieser Anstieg mit den mittleren Temperaturvariationen in den Rekonstruk-
tionen verglichen. Genauer gesagt, wird ein gleitendes Mittel Ti(m) der Fenstergröße m Jahre
berechnet und die Temperaturdifferenz ∆Ti(m,L) zwischen durch L Jahre getrennte Mittel-
werte betrachtet. Für jede Rekonstruktion wird die aktuelle Temperaturänderung ∆Ti(m,L)
(instrumentell) mit der Standardabweichung σ(m,L) (rekonstruiert) verglichen. Man kann
dabei nach kurzfristigen Änderungen (es wurde m = 5 und L = 20 gewählt) und langfristigen
Änderungen (hier wurde m = 30 und L = 100 gewählt) fragen.
Um die natürliche Variabilität der Reihe Ti zu quantifizieren, wird, wie z.B. in Abb. 3.20, für
die Jahre i ein gleitendes Mittel über m Jahre bestimmt, Gl. (2.58) mit Tj = τj. Von diesen
Mittelwerten wird dann die Temperaturdifferenz

∆Ti(m,L) = Ti(m)− Ti−L(m)

der durch L getrennten Werte berechnet (L+m/2 < i < N −m/2, wobei N die Reihenlänge

ist). Diese Größe wurde bereits in Kap. 2.3.2 in ähnlicher Weise (Ti(m) = τ̃
(m)
i ) mit den

Gl. (2.58, 2.53, 2.59) eingeführt. Da die Originalreihen gaußverteilt sind, gilt dies auch für die
Temperaturdifferenzen ∆Ti(m,L) mit der Standardabweichung σ(m,L). Entsprechend erlau-
ben es die σ(m,L) jeder betrachtete Rekonstruktion, den Zeitpunkt zu erkennen, an dem die
jüngste Temperaturerwärmung nur noch mit einer unangemessen kleinen Wahrscheinlichkeit
durch die natürliche Variabilität erklärt werden kann.

Abbildung 3.21 zeigt die Abhängigkeit der σ(m,L) von der Zeitdifferenz (oder Verzögerung)
L für zwei Fenstergrößen m = 5 und L = 30 und vier Rekonstruktionen (Moberg2005, Es-
per2002, McIntyre2003, Mann1999). Es sind außerdem die simulierten Standardabweichun-
gen σ(m,L) gezeigt, die mittels künstlicher langzeitkorrelierter Reihen mit dem gleichen α-
Wert und der gleichen Reihenlänge der Rekonstruktionen bestimmt wurden. Die Darstellung
zeigt, daß σ(m,L) für alle Rekonstruktionen innerhalb der Fehlerbalken der künstlichen lang-
zeitkorrelierten Reihen liegt. Diese sehr gute Übereinstimmung zwischen künstlichen und
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Abbildung 3.21: Normierte Standardabweichungen σ(m,L)/σ0 der Differenzen im gleitenden Mittel
∆Ti(m,L) für zwei Fenstergrößen m = 5 (offene Kreise) und m = 30 (geschlosse-
ne Kreise), als Funktion des Abstandes L, berechnet für folgende Reihen: a) Mo-
berg2005, b) Esper2002, c) McIntyre2003 und d) Mann1999. Die mittleren durch-
gezogenen Linien stellen σ(m,L) dar, wie sie aus 100 künstlichen Realisationen mit
dem gleichen Fluktuationsexponenten α und gleicher Reihenlänge N der Rekon-
struktionen gewonnen wurden. Die jeweils äußeren durchgezogenen Linien bilden
die Fehlergrenzen (aus [183]).
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Abbildung 3.22: Instrumentell gemessene Temperaturreihe der nördlichen Hemisphäre [48] für die
Jahre 1856 bis 2004 (m = 1) mit gleitenden Mitteln der Fenstergröße m = 5 (blau)
und m = 30 (rot). Der endgültige Wert für das Jahr 2005 lag Anfang 2006 noch nicht
vor. Der Wert für 01/05 bis 11/05 ist mit 0,671 � der höchste jemals gemessene
(nach [183]). Siehe auch Abb. 3.15.
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Abbildung 3.23: Instrumentelle Temperaturdifferenzen der nördlichen Hemisphäre verglichen mit den
entsprechenden Standardabweichungen der betrachteten Rekonstruktionen. Es sind
aufgetragen die Temperaturdifferenzen ∆Ti(m,L) = Ti(m) − Ti−L(m) dividiert
durch die entsprechende Standardabweichung σ(m,L) der betrachteten rekonstru-
ierten Reihen (siehe Tab. 3.1) für a) m = 5, L = 20 und b) m = 30, L = 100. Die
Schwellenwerte R = 2; 2,5 und 3 sind gestrichelt eingezeichnet. Die Reihenfolgen
in den Legenden entsprechen den Reihenfolgen, wie sie in den Teilbildern gefunden
werden (nach [183]).

rekonstruierten Reihen ist ein weiterer Beleg für die Langzeit-Persistenz in den betrachteten
Reihen. Es sei betont, daß für Abb. 3.21 kein Fitparameter verwendet wurde, da die Expo-
nenten α unabhängig davon bereits in Abb. 3.19 ermittelt wurden. Der theoretische Wert für
σ(m,L) ist durch Gl. (2.60) gegeben. Wie in Kap. 2.3.2 auch diskutiert wurde, sind die natürli-
chen Variationen aufgrund der Langzeitkorrelationen signifikant größer als in unkorrelierten
oder kurzzeitkorrelierten Reihen. Die Standardabweichungen σ0 und σ(m,L) für zwei Paa-
re (m,L) sind in Tab. 3.1 zusammengefaßt. Die Tabelle zeigt, daß z.B. die Reihen Mann1999,
Briffa2000, McIntyre2003 und Esper2002 durch sehr kleine Standardabweichungen charakteri-
siert sind, mit z.B. σ(30, 100) um 0,11-0,12

�
, während andere Reihen wie Moberg2005 oder

Jones1998 durch große Standardabweichungen im Bereich 0,16-0,18
�

charakterisiert sind.
Die Modelldaten zeigen sogar 0,27

�
.

Als nächstes wird die instrumentell gemessene jährliche Temperatur der nördlichen Hemi-
sphäre, die für die Jahre 1856 bis 2004 verfügbar ist [48], betrachtet. Abbildung 3.22 zeigt
die Daten selbst (m = 1) wie auch entsprechende gleitende Mittel mit m = 5 und m = 30.
Aus Abb. 3.22 kann man für m = 5 die aktuelle Temperaturdifferenz ∆Ti(5, 20) herleiten,
wobei i von 1878 bis 2002 läuft. Abbildung 3.23a) zeigt das Verhältnis Ri zwischen diesen
∆Ti(5, 20) der instrumentellen Reihe und den entsprechenden Standardabweichungen σ(5, 20)
der Rekonstruktionen und der Modellreihe aus Tab. 3.1. Die Abbildung zeigt zwei ausgeprägte
Spitzen, eine bei 1938 und eine andere im Jahr 1996. Für die Reihen Mann1999, Briffa2000,
McIntyre2003 und Esper2002 erreichen die R-Werte den Bereich weit über 3 im Jahr 1938
und weit über 4 im Jahr 1996, während die Reihen Moberg2005 und Jones1998 zu R-Werten
in der Nähe von 2,5 bei 1938 und um 3 in 1996 führen. Für die Reihe der ECHO-G-Simulation
bleibt der Wert der ersten Spitze unter 2 und der der zweiten erreicht knapp 2,5. Da die Werte
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Rekonstruktion von bis σ0 α σ(m,L) ic
m = 5 m = 30 m = 30, L = 100
L = 20 L = 100 R = 2 R = 2.5

Jahr Jahr
� � �

Jahr Jahr

Briffa1998 1400 1994 0,12 0,75± 0,04 0,10 0,04 - -
Mann2003 200 1980 0,08 1,08± 0,07 0,07 0,08 - -
Crowley2000b 1000 1993 0,10 1,23± 0,05 0,08 0,09 - < 1971
Crowley2000a 1000 1965 0,10 1,26± 0,06 0,07 0,10 - < 1971
Jones2004 200 1995 0,10 1,15± 0,05 0,09 0,10 < 1971 1972
Rutherford2005 1400 1960 0,13 1,03± 0,06 0,11 0,11 < 1971 1976
Mann1999 1000 1980 0,13 0,97± 0,06 0,11 0,11 < 1971 1976
Briffa2000 1000 1993 0,14 0,93± 0,04 0,12 0,11 < 1971 1977
Mann2004 1400 1980 0,13 1,00± 0,05 0,12 0,12 < 1971 1980
Mann1998 1400 1980 0,13 1,00± 0,05 0,12 0,12 < 1971 1980
McIntyre2003 1400 1980 0,16 0,83± 0,05 0,13 0,12 < 1971 1980
Esper2002 831 1992 0,14 1,04± 0,07 0,13 0,12 1972 1981
Huang2004 1500 1980 0,26 0,94± 0,04 0,11 0,13 1976 1981
Moberg2005 1 1979 0,22 0,86± 0,04 0,19 0,16 1981 1984
Briffa2001 1402 1960 0,21 0,81± 0,07 0,18 0,17 1982 1987
Jones1998 1000 1991 0,23 0,82± 0,05 0,18 0,18 1983 1988
ECHO-G 1000 1990 0,35 0,96± 0,04 0,22 0,27 - -

Tabelle 3.1: Angegeben sind der abgedeckte Zeitraum, die Standardabweichung σ0, der Fluktuati-
onsexponent α, die Standardabweichung σ(m,L) der Differenzen der gleitenden Mittel
(mit m = 5, L = 20 und m = 30, L = 100) und ic, das Jahr, in dem das Verhältnis
∆Ti(m,L)/σ(m,L) die Schwellen R = 2 oder R = 2.5 überschreitet. Es sind immer die
Jahre nach dem Schnitt angegeben und im Falle zweier Schnittpunkte das letzte Jahr.
Die Daten nach 1979 wurden bei den Analysen nicht berücksichtigt (nach [183]).

∆Ti gaußverteilt sind, beträgt die Wahrscheinlichkeit, ∆Ti-Werte über 2; 2,5 und 3 mal σ zu
finden, etwa 1/44, 1/161 bzw. 1/769.

Abbildung 3.23b) zeigt die analoge Analyse für m = 30 und L = 100. Entsprechend der
Definition des gleitenden Mittels, Gl. (2.58), läuft der Index i nun zwischen den Jahren 1971
und 1990. Da die ∆Ti(30, 100) fast über den gesamten Zeitraum monoton steigen, definiert
der Schnittpunkt Ri = ∆Ti(30, 100)/σ(30, 100) mit einem der Schwellenwerte 2; 2,5 und 3
ein Schwellenjahr ic. Nach diesem Schwellenjahr kann der gemessene Temperaturanstieg nur
mit einer sehr kleinen Wahrscheinlichkeit (1/44, 1/161 bzw. 1/769) als natürliches Phänomen
erklärt werden. Für R = 2 und 2,5 sind die Schwellenjahre in Tab. 3.1 aufgeführt. Da die
Berechnung von ic auf gleitende Mittel über 30 Jahre von ic − 15 bis ic + 14 basiert, ist das
erste Jahr id, in dem der Effekt detektiert werden kann, um 14 Jahre verschoben: id = ic +14.
Schließlich müssen erst alle m = 30 Jahre vorliegen, bevor man den Mittelwert berechnen
kann. Dieses Jahr wird hier als Detektionsjahr bezeichnet.
In der Vergangenheit wurde häufig der R-Wert 2 gewählt [91, 95, 235, 10]. Abbildung 3.23b)
zeigt, daß für R = 2 das Schwellenjahr ic für die Reihen Mann1999, Briffa2000, McIntyre2003
und Esper2002 entweder vor 1971 oder im letzten Fall 1972 ist. Die Detektionsjahre sind dann
vor 1985 oder 1986 (Esper2002). Andererseits ist für die Reihe Moberg2005 ic = 1981 und für
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Jones1998 ic = 1983 mit den Detektionsjahren 1995 bzw. 1997. Für die ECHO-G-Simulation
tritt kein Schnittpunkt in Erscheinung. Auch wenn man von einem großzügigeren Schwel-
lenwert von 2,5σ ausgeht, kann der Temperaturanstieg der gemessenen Reihe nur schwer
als natürlich angesehen werden. In diesem Fall hat man für die näher diskutierten Rekon-
struktionen Detektionsjahre id im Bereich von 1990 (Mann1999), 1993 (Briffa2000), 1994
(McIntyre2003) und 1995 (Esper2002) bis 1998 (Moberg2005) und 2002 (Jones1998).

Für die Fälle (m = 5, L = 20) und (m = 30, L = 100) hat sich gezeigt, daß die große Varia-
bilität der Reihen aufgrund der Langzeitkorrelationen nur zum Teil die jüngste Erwärmung
erklären kann. Ferner wurde das Jahr angeben, wann das Verhältnis aus ∆Ti(m,L) und
σ(m,L) Schwellenwerte über 2 überschreitet.

Diskussion

Eingangs wurde die Frage formuliert, wie wahrscheinlich der jüngste Anstieg der instrumen-
tellen Temperatur auf natürliche Fluktuationen, repräsentiert durch die Temperaturrekon-
struktionen, zurückgeführt werden kann. Die dargelegten Berechnungen zeigen, daß dies je
nach Rekonstruktion bereits vor 1971 oder seit 1983 unwahrscheinlich und spätestens seit
1988 sehr unwahrscheinlich ist.
Man kann also folgern, daß die hier dargelegte Untersuchung frühere Behauptungen bekräftigt,
die jüngste Klimaerwärmung der letzten 100-150 Jahre, wie man sie in der verhältnismäßig
genauen instrumentellen Temperaturmessung beobachtet, sei inkonsistent mit der Hypothese
einer rein natürlichen Dynamik [91, 95, 235, 10]. Die hier vorgestellte Analyse anhand von
proxybasierten Rekonstruktionen, die sich von einigen Jahrhunderten bis zwei Jahrtausen-
den erstrecken, berücksichtigt deren Langzeitkorrelationen. Im Fall der eher glatten Rekon-
struktionen liegt das Detektionsjahr noch vor 1985. Diese Analyse zeigt auch, wie wichtig
es ist, über präzise Rekonstruktionen zu verfügen. Denn nur auf ihrer Basis kann die ge-
genwärtige Klimaerwärmung untersucht werden. Besonders wichtig für die hier vorgestellte
Herangehensweise sind die Standardabweichung σ0 und die langfristigen Schwankungen. Ein
bemerkenswerter Aspekt ist, daß die Reihen der beiden heftig argumentierenden Gruppen um
Mann (1999) bzw. McIntyre (2003) zu sehr frühen Detektionsjahren führen, während sich das
konservativste Resultat ergibt, wenn die

”
holprigere“ Rekonstruktion von Jones u.a. (1998)

zugrunde gelegt wird.
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4 Analyse von Niederschlagsreihen:
Multifraktale Eigenschaften

In diesem Kapitel werden die multifraktalen zeitlichen Skaleneigenschaften von Niederschlags-
zeitreihen auf großen Skalen diskutiert. Um Langzeitkorrelationen und multifraktales Verhal-
ten bei der Anwesenheit von möglichen Trends zu quantifizieren, wurden Methoden (DFA und
multifraktale DFA) angewendet, die Instationaritäten systematisch erkennen und Trends in
den Daten auf allen Skalen bewältigen. Die Ergebnisse werden mit denen von Abflußzeitreihen
verglichen.
Die Persistenzanalyse von Abfluß und Niederschlag wurde, wie eingangs beschrieben, von H.E.
Hurst initiiert, der bei verschiedenen Flüssen statistische Langzeitabhängigkeiten fand [100].
Später wurde von ähnlichen langzeitkorrelierten Fluktuationen bei vielen anderen geophysi-
kalischen Reihen berichtet, darunter Temperatur und Niederschlagsdaten [102, 139, 131, 120,
146], siehe auch [65]. Die früheren Herangehensweisen konzentrierten sich ausschließlich ent-
weder auf die Absolutwerte oder die Varianzen der Fluktuationen, die man als erstes Moment
F1(s) und zweites Moment F2(s) in einem gewissen Zeitsegment der Länge s auffassen kann.
In den letzten Jahren wurden Hursts ursprüngliche R/S-Analyse (Kap. 2.2.2) wie auch die
Spektralanalyse (Kap. 2.2.3) kritisiert, weil ihre Ergebnisse durch Trends verfälscht werden
können. Für eine kritische Diskussion des

”
Hurst phenomenon“ und alternative Erklärungs-

versuche soll an dieser Stelle auf Feller 1951 [66], Klemeš 1974 [118], Potter 1976 [172], Salas
u. a. 1979 [185], Bhattacharya u. a. 1983 [14], Künsch 1986 [125], Bhattacharya und Waymi-
re 1990 [15], Mesa und Poveda 1993 [150] und Referenzen darin verwiesen werden.

Vor einigen Jahren wurde realisiert, daß für Niederschlags- und Abflußzeitreihen eine mul-
tifraktale Beschreibung nötig ist [206, 132, 205, 163, 55], d.h. daß es erforderlich ist, alle
Momente Fq(s) zu untersuchen, um die Fluktuationen in diesen Reihen vollständig zu cha-
rakterisieren. Momente sind Kenngrößen von Verteilungen, z.B. beschreibt das 1. Moment den
Mittelwert, das 2. Moment die Standardabweichung usw. Die einfache DFA basiert wegen der
Quadrate auf dem zweiten Moment (siehe S. 95). Bisher genügte in dieser Arbeit die Unter-
suchung des zweiten Momentes der Temperaturfluktuationen, da sich höhere Momente nicht
davon unterscheiden [120]. Sie sind also weitgehend unabhängig von dem Moment q, weshalb
man von Monofraktalen spricht. Für Niederschlags- oder Abflußzeitreihe ist das nicht der Fall
und die multifraktale Beschreibung stellt eine spezielle Signatur dar. Mit der Trendbereini-
genden Fluktuationsanalyse (DFA) [165, 33, 110] und ihrer multifraktalen Verallgemeinerung
(MF-DFA) [114], die systematisch zwischen Trends und Langzeitkorrelationen unterscheiden
können, wurden die Niederschlagsreihen täglicher Auflösung untersucht. Auf diese Weise kann
das Korrelationsverhalten und das multifraktale Spektrum bei der Anwesenheit von Trends
bestimmt werden und auf gleichen Zeitskalen mit den Ergebnissen der Abflußreihen verglichen
werden.
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In der Literatur wurden die Ergebnisse für Niederschlagsdaten kontrovers diskutiert. Fraed-
rich und Larnder 1993 [71] beobachten weißes Rauschen bei mittleren Zeitskalen und Lang-
zeitkorrelationen (

”
pink noise“) auf Skalen oberhalb von drei Jahren. Lovejoy und Mandel-

brot 1985 [131], Matsoukas u. a. 2000 [146], Peters u. a. 2002 [167] und Peters und Christen-
sen 2002 [166], sowie teilweise Marković und Koch 2005 [145], berichten von fraktalem Skalen-
verhalten und Langzeitkorrelationen auf Zeitskalen unterhalb von drei Jahren. Für aktuellere
Arbeiten über Crossover im Skalenverhalten von Niederschlag soll auf Marani 2003 [144] und
Douglas und Barros 2003 [55] verwiesen werden.

Es wurden weltweit 99 lange tägliche Niederschlagsreihen untersucht. Die Klimastationen lie-
gen in Europa (40), Asien (34), Nordamerika (15), Australien (5) und Südamerika (5). Die
Breitengrade sind zwischen 52,6S (Campbell-Insel, Neuseeland) und 71,3N (Barrow Post,
USA) verteilt, konzentrieren sich aber auf der Nordhalbkugel bei einer mittleren Latitu-
de von 41N. Die Stationen befinden sich auf Höhen zwischen ca. Meeresspiegelniveau und
3 650 m üNN (Lhasa, China), im Mittel bei ca. 400m üNN. Das Klima betreffend sind 33 Sta-
tionen maritim gelegen, 56 kontinental und 10 hoch-kontinental. Nach anderen Kategorien,
befinden sich die Stationen in tropischen (12), subtropischen (12), warmen (44), kalten (13)
und polaren (6) Klimata. Was die Feuchtigkeit angeht, ist das Klima nur in Kizil-Arvat (Turk-
menistan) vollarid, aber semiarid bei 20, semihumid bei 59 und humid bei 19 Stationen. Die
kürzeste der Reihen ist 34 und die längste 189 Jahre (im Mittel 86) lang, also aus ca. 12 000
bis 69 000 Datenpunkten bestehend. Der Niederschlag wird in der Literatur oft im Englischen
einfach

”
rainfall“ genannt, was unpräzise ist, da Niederschlag (

”
precipitation“) auch Schnee

und Eis beinhaltet. Er wird gemessen in Länge pro Zeit (eigentlich Volumen pro Zeit und
Fläche). Die direkte Meßgröße bei Flüssen ist der Pegelstand. Der Abfluß als Volumen pro
Zeit ist eine abgeleitete Größe, bei der man versucht, die Form des Flußbettes, den Bewuchs,
das Geschwindigkeitprofil u.a. zu berücksichtigten.
Um periodische Trends zu beseitigen, konzentriert man sich wieder auf die Abweichungen von
dem Jahresgang. Man kann entweder nur den Jahresgang abziehen, Gl. (2.1), oder zusätzlich
durch den Jahresgang der Standardabweichung dividieren:

τi =
Pi − 〈P 〉j=i mod 365

σj=i mod 365
, (4.1)

wobei der Index j den Kalendertag angibt, vgl. Kap. 2.1. Falls nicht anders angegeben, be-
ziehen sich die Ergebnisse auf die Saisonbereinigung des Mittelwertes. Ein Beispiel für den
Jahresgang in der Standardabweichung ist in Abb. 2.2 gezeigt. Die DFA zur Bestimmung von
asymptotischen Langzeitkorrelationen ist relativ unanfällig gegen Änderungen der Standard-
abweichung innerhalb einer Reihe, siehe Kap. 2.2.1 und [42].

Das zweite Moment F2(s) skaliert wie sα(2) auf großen Skalen s, wobei α(2) dem Fluktuati-
onsexponenten α der vorhergehenden Kapitel entspricht. Es stellt sich also die Frage, welche
α(2)-Werte für Niederschlagsreihen bei Anwendung der DFA auftreten. Das Skalenverhal-
ten wird dann mit dem von Abflußreihen verglichen. Ferner kann erörtert werden, welche
Crossover [121] auftreten und wie sich die Ergebnisse mit der Hypothese eines universellen
Skalenverhaltens mit einem Exponenten nahe bei 0,75 [102, 65, 167, 166] vereinbaren lassen.

Für eine vollständige Charakterisierung der Reihen wurde Fq(s) für einen breiten Bereich
von Momenten q untersucht. Die multifraktale Verallgemeinerung der DFA unterscheidet
sich von der multifraktalen Herangehensweise, die Schertzer, Lovejoy, Davis und Mitarbeiter
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4.1 Multifraktale DFA

[187, 188, 128, 206, 205, 50, 51, 163] in die Hydrometeorologie eingeführt haben. Ihr Ansatz
basiert auf dem Konzept der Skaleninvarianz in Turbulenzen [74] und der

”
trace moment

technique“ [177]. Hier wird die multifraktale Analyse durchgeführt, indem man untersucht,
wie alle Momente der Fluktuationen Fq(s) ∼ sα(q) mit s im asymptotischen Bereich skalieren
[114, 113]. Dieser Ansatz beinhaltet auch negative q-Werte und basiert auf keiner speziellen
Modellannahme. Um die numerischen Ergebnisse der Analyse der α(q) für die Niederschlags-
reihen zu beschreiben, werden drei funktionale Modelle verwendet:

1. das universelle Multifraktalmodell von Schertzer und Lovejoy 1991 [188] (drei Parame-
ter), das auf q > 0 beschränkt ist,

2. ein modifiziertes multiplikatives Modell [113] (zwei Parameter),

3. ein Bifraktalmodell (drei Parameter).

Es stellt sich die Frage, welchen funktionalen Zusammenhängen die ermittelten α(q) für
Niederschlags- und Abflußreihen folgen. Hierbei wird untersucht, ob sich das universelle Mul-
tifraktalmodell mit drei Parametern und positiven Momenten q anwenden läßt, um die mul-
tifraktalen Eigenschaften der Niederschlags- und Abflußreihen zu charakterisieren. Im Ver-
gleich dazu wird das modifizierte multiplikative Modell verwendet, das positive und negative
Momente mit nur zwei Parametern beschreibt. Einige Niederschlagsreihen zeigen ziemlich
schwache Multifraktalität und lassen sich besser mit der bifraktalen Charakterisierung erfas-
sen.

4.1 Multifraktale DFA

Die multifraktal DFA basiert auf der Trendbereinigenden Fluktuationsanalyse [165, 33, 110,
98, 42, 120, 201, 36], wie sie in Kap. 2.2.1 beschrieben wird, und stellt ihre Verallgemeinerung
dar. Für multifraktale Zeitreihen ist ein einzelner Skalenexponent wie α ≡ α(2) oder γ nicht
ausreichend, da viele Untermengen der Reihe unterschiedliches Skalenverhalten aufweisen –
z.B. wenn große Fluktuationen weniger stark korreliert sind als kleine [111]. Um diese mul-
tifraktalen Skaleneigenschaften zu charakterisieren, haben Kantelhardt u. a. 2002 [114] das
DFA-Verfahren in den Momenten verallgemeinert. Diese Verallgemeinerung (multifraktale
DFA, MF-DFA) ist äquivalent zur Methode

”
wavelet transform modulus maxima“ (WTMM)

[157, 4], ist aber wesentlich einfacher auf dem Rechner zu implementieren, siehe [113] für
einen weiteren Vergleich beider Methoden (Wavelet-Methode siehe Kumar und Foufoula-
Georgiou 1997 [123]). Die MF-DFA funktioniert analog zur DFA, nur daß die Varianz im
letzten Schritt, Gl. (2.11), zur q/2-te Potenz genommen wird und die Quadratwurzel durch
die 1/q-te Potenz ersetzt wird, wobei q 6= 0 ein reeller Parameter ist,

DFA: F (s) =

(
1

2Ns

2Ns∑

ν=1

F 2
s (ν)

) 1

2

(2.11)

MF-DFA: Fq(s) =

(
1

2Ns

2Ns∑

ν=1

[F 2
s (ν)]

q
2

) 1

q

. (4.2)
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Entsprechend Gl. (2.12) definiert man jetzt den generalisierten Fluktuationsexponenten α(q)
(Fluktuationsexponent zu verschiedenen Momenten) über

Fq(s) ∼ sα(q) . (4.3)

Dabei stimmt α(1) mit dem klassischen Hurst-Exponenten H überein, der mit der Hurst
R/S-Analyse (Kap. 2.2.2) bestimmt wird, da in beiden das erste Moment berücksichtigt
wird. Für q = 2 ist die multifraktale DFA identisch mit der standard DFA (deswegen die
bereits verwendete Notation α(2)). Die Kennzeichnung der DFA-Ordnung mittels (n) wurde
in Gl. (4.3) ausgelassen, da sie unter polynomialer Trendbereinigung verschiedener Ordnung
n ≥ 2 zu fast identischen α-Werten führen.

Für monofraktale Reihen ist α(q) unabhängig von q, da das Skalenverhalten der Varianzen
F 2

s (ν) gleich ist für alle Segmente ν. Wenn andererseits kleine und große Fluktuationen un-
terschiedlich skalieren, dann gibt es eine signifikante Abhängigkeit der α(q) von q:

• Wenn man positive q-Werte betrachtet (q � 1), dann dominieren die Segmente mit
großer Varianz F 2

s (ν) den Mittelwert Fq(s) (d.h. große Abweichungen von dem Fit).
Also beschreibt α(q) für positive q-Werte das Skalenverhalten der Segmente mit großen
Fluktuationen. Normalerweise zeigen die großen Fluktuationen einen kleineren Fluktua-
tionsexponenten α(q).

• Andererseits dominieren bei negativen q-Werten (q � −1) die Segmente mit kleiner
Varianz F 2

s (ν) den Mittelwert Fq(s). Deshalb beschreibt α(q) für negative q-Werte das
Skalenverhalten der Segmente mit kleinen Fluktuationen, die in der Regel einen größeren
Skalenexponenten aufweisen.

Der zugrunde liegende multifraktale Formalismus wird nicht in vollem Umfang wiedergege-
ben, stattdessen soll an dieser Stelle auf [114] und Referenzen darin verwiesen werden.
Für ein einfaches Verständnis genügt es, zu erkennen, daß Multifraktalität vorliegt, wenn
sich die Fluktuationsexponenten der verschiedenen Momente q unterscheiden. Die Absolut-
werte (q = 1), Quadrate (q = 2) usw. (beliebige q) der Fluktuationen zeigen unterschiedliches
Skalenverhalten. Folglich ist es nicht ausreichend, nur das zweite Moment mit dem Fluktuati-
onsexponenten α(2) zu charakterisieren, wie es in den vorhergehenden Kapiteln mit α getan
wurde. Die α(q)-Abhängigkeiten können mit bestimmten Formeln angefittet werden, um sie
mit wenigen Parametern zu erfassen.

4.2 Vergleich mit verwandten multifraktalen Formalismen

In der geophysikalischen Literatur werden auch andere multifraktale Größen verwendet, die
zu α(q) in Beziehung gesetzt werden können:

1. Das generalisierte Variogramm Cq(s) (siehe z.B. Gl. (3.82-3.84) in Rodŕıguez-Iturbe und
Rinaldo 1997 [177] und Referenzen darin) ist definiert als:

Cq(s) := 〈|Y (i+ s)− Y (i)|q〉 ∼ sK(q) , (4.4)
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wobei das Mittel über alle Werte i genommen wird. Vergleicht man Gl. (4.2) mit (4.4),
dann erkennt man die Beziehung

K(q) = q · α(q) .

Trotz des Formelzeichens Cq(s) ist das generalisierte Variogramm weniger mit der Au-
tokorrelationsfunktion, Gl. (2.3), verwandt, sondern eher mit der konventionellen Fluk-
tuationsanalyse, FA Gl. (2.5) und (2.7), nur daß bei ihr noch die Wurzel gezogen wird.

2. In verschiedenen Arbeiten aus dem geophysikalischen Bereich oder in Artikeln über
Turbulenzen wird die Strukturfunktion (siehe z.B. [187, 188, 128, 206, 205, 50, 51, 163])

Sq(s) := 〈|τi+s − τi|q〉 ∼ sζ(q) = sqℵ(q)

direkt untersucht, ohne zu kumulieren, im Gegensatz zu Gl. (4.4). Statt ℵ(q) wird auch
H(q) verwendet, aber um die Verwechslung mit H = h(1) zu vermeiden, wurde hier das
hebräische aleph gewählt. Wie man sehen kann, stehen ℵ(q) und α(q) (wegen K(q) =
ζ(q) + q) in Beziehung über

ζ(q) = q · ℵ(q) (4.5)

ζ(q)/q = α(q)− 1

ℵ(q) = α(q)− 1 . (4.6)

Folglich unterscheiden sich der Multifraktalexponent ℵ(q), nach Davis u. a. 1994 [50],
und der hier in Gl. (4.3) definierte Exponent α(q) nur um−1. Dieser Unterschied ist dar-
auf zurückzuführen, daß in dieser Arbeit die kumulierte Summe der τi analysiert wird,
während Davis u. a. wie auch die Lovejoy-Schertzer-Gruppe die τi direkt untersuchen.

Um das multifraktale Verhalten zu modellieren, kann man zum Beispiel einen bestimmten
multifraktalen Prozeß verwenden, bei dem ℵ(q) (oder α(q) = ℵ(q) + 1) bekannt ist, und die
Parameter anpassen. Jedoch ist bei vielen multifraktalen Prozessen ℵ(1) = 0 fest. Deshalb
muß man eine Teilintegration (

”
fractional integration“, vgl. FFM in Kap. 2.2.3) durchführen

und die gesamte Funktion ℵ(q) verschieben, um den Wert bei q = 1 zu justieren. Auf diese
Weise haben Lovejoy und Schertzer eine bemerkenswerte Formel für ζ(q) = qℵ(q) für positive
q-Werte erhalten [111],

ζ(q) = qℵ′ − C1

a′ − 1

(
qa′ − q

)
, q ≥ 0 . (4.7)

Für den Parameter a′ wird üblicherweise das Symbol α verwendet (in [111] α′), das aber wegen
einer möglichen Verwechslung mit dem Fluktuationsexponenten α in dieser Arbeit durch a ′

ersetzt wurde.

Der große Vorteil der MF-DFA, wie sie hier benutzt wird, ist daß sie auch die Verwen-
dung negativer q-Werte enthält. Die Multifraktal(Fluktuations)exponenten α(q), die über
Gl. (4.3) definiert sind, hängen direkt mit den klassischen Renyi-Exponenten τ(q) (siehe z.B.
Feder 1988 [65] oder Rodŕıguez-Iturbe und Rinaldo 1997 [177]) zusammen [114], so daß die
grundlegenden Renyi-Exponenten τ(q) für positive und negative q-Werte berechnet werden
können:

α(q) =
1

q
(τ(q) + 1) τ(q) = qα(q)− 1 . (4.8)
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Die Exponenten τ(q) sind nicht zu verwechseln mit den τi, wie in dieser Arbeit allgemein belie-
bige Reihen bezeichnet werden. Gleichung (4.8) erlaubt eine weitergehende Charakterisierung
der multifraktalen Reihen über das Singularitätsspektrum f(αS), das über eine Legendre-
Transformation mit τ(q) zusammenhängt (siehe z.B. Feder 1988 [65] oder Rodŕıguez-Iturbe
und Rinaldo 1997 [177]),

αS =
d

dq
τ(q) und (4.9)

f(αS) = qαS − τ(q) . (4.10)

Hierbei ist αS die Singularitätsstärke oder der (lokale) Hölder-Exponent [65, 137], während
f(αS) die Dimension der Punktmenge darstellt, die durch αS charakterisiert ist [111]. Das
f(αS)-Spektrum beschreibt die Verteilung als Funktion von αS [234]. Mit Gleichung (4.8)
kann man die beiden Größen mit α(q) in Beziehung setzen [114, 234, 111],

αS = α(q) + q
dα(q)

dq
und (4.11)

f(αS) = q [αS − α(q)] + 1 .

Im allgemeinen Fall ist der Hölder-Exponent αS also verschieden vom generalisierten Fluktua-
tionsexponenten α(q) und nur bei Monofraktalität, wenn α(q) = const., gilt wegen Gl. (4.11)
αS = α(q) = α. Dann ist f(αS) = 1 und sonst gleich 0.
Die Stärke der Multifraktalität einer Zeitreihe kann über die Differenz zwischen maximaler
und minimaler Singularitätsstärke αS ausgedrückt werden,

∆α = αmax
S − αmin

S ,

die f(αS)→ 0 für αS → αmax
S und αS → αmin

S erfüllen. Außerdem gilt in der Regel

∆α = α(q)max − α(q)min

= α(q → −∞)− α(q → +∞) .

Die Größe ∆α dient in Kap. 4.4 als Maß für die Ausprägung der Multifraktalität.

Ein anderer Ansatz, die komplexen Eigenschaften von Zeitreihen zu charakterisieren, besteht
darin, die Beträge der Inkremente zu betrachten und auf Langzeitkorrelationen zu untersu-
chen, siehe z.B. [6]. Zeigen diese sogenannten Volatilitäten (oder Magnitude) vi = |τi+1 − τi|
Langzeitkorrelationen, die verschwinden, wenn die Fourier-Phasen gemischt werden [191],
dann enthält die ursprüngliche Reihe Nicht-Linearitäten. Der analytische Zusammenhang zur
Multifraktalität wird von Kalisky u. a. 2005 [107] gezeigt.
Lyra und Tsallis 1998 [134] finden die Verbindung 1/(1− q̃) = 1/αmin

S −1/αmax
S zwischen dem

sogenannten Entropieindex q̃ der Tsallis-Entropie [210] und den Extrema αmin
S bzw. αmax

S des
Singularitätsspektrums. Die Autoren leiten den Ausdruck her und überprüfen ihn numerisch
mit der logistischen Abbildung.

4.3 Ergebnisse der Korrelationsanalyse

Abbildung 4.1 zeigt die Fluktuationsfunktionen F2(s) der DFA1, DFA2 und DFA3 für drei
repräsentative tägliche Niederschlagsreihen a)-c) und drei repräsentative Abflußreihen d)-f).
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Abbildung 4.1: Die Fluktuationsfunktionen F2(s) der DFA1-DFA3 (von oben) gegen die Zeitskala s
in doppelt-logarithmischer Darstellung für Niederschlags- und Abflußzeitreihen (zur
besseren Übersicht sind die Funktionen vertikal verschoben). a)-c) Niederschlagsrei-
hen: a) Hamburg (α = 0,55± 0,03), b) Wien (α = 0,50± 0,03) und c) Gothenburg,
USA (α = 0,50± 0,03); d)-f) Abflußreihen: d) Elbe in Dresden (α = 0,80± 0,03), e)
Donau in Orsova, Rumänien (α = 0,85± 0,03) und f) Mississippi in St. Louis, USA
(α = 0,91 ± 0,03). Die durch die Daten gezogenen Linien haben die angegebenen
Steigungen. Ferner sind Linien mit der Steigung α(2) = 0,5 zum Vergleich mit dem
unkorrelierten Fall eingezeichnet (nach [111]).
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In dem log-log-Plot sind die Kurven auf großen Skalen s annähernd Geraden. Bei den Nie-
derschlagsreihen zeigt sich ein sehr schwacher Crossover in F2(s) und die α(2)-Werte für
asymptotische Zeitskalen liegen nahe bei 0,5, was auf schnell abfallende Autokorrelationen
hindeutet. Für die gezeigten Beispiele erhält man α(2) ' 0,55 für Hamburg, α(2) ' 0,50 für
Wien und α(2) ' 0,50 für Gothenburg. Dies entspricht den Korrelationsexponenten γ ≈ 0,9
für Hamburg und γ ≥ 1 für Wien und Gothenburg. Bei den Niederschlagsreihen ist die
größere Steigung bei ganz kleinen Skalen teilweise auf das Artefakt der DFA zurückzuführen,
siehe Kap. 2.2.1 und [110]. Ganz anders sieht es bei den Abflußfluktuationen aus, die einen
ausgeprägten Crossover bei Zeitskalen von einigen Wochen zeigen. Oberhalb des Crossovers
folgen die DFA-Fluktuationsfunktionen Potenzgesetzen mit den Exponenten α(2) ' 0,80 für
die Elbe, α(2) ' 0,85 für die Donau und α(2) ' 0,91 für den Mississippi. Unterhalb des
Crossovers findet man Steigungen im Bereich α(2) ≈ 1,5, die starke Kurzzeitkorrelationen auf
kleinen Skalen aufzeigen, vgl. Kap 2.3.2. Näherungsweise können die Kurzzeitkorrelationen
mit einem ARMA-Prozeß modelliert werden, bei dem die Korrelationszeit durch die typischen
Abklingzeiten von Fluten gegeben ist. Dies führt dann zu α(2) ' 1,5 auf kleinen Skalen, was
in Übereinstimmung mit den Beobachtungen ist. Man beachte aber, daß Langzeitkorrelatio-
nen (und Multifraktalität auf großen Skalen) einen zusätzlichen und anderen Modellansatz
erfordern.

Abbildung 4.2 zeigt die Verteilung der α(2)-Werte, die mit der DFA2 auf großen Zeitskalen für
alle 99 Niederschlagsreihen bestimmt wurden, siehe auch [111, 28]. Dargestellt sind außerdem
die Werte – übernommen von Koscielny-Bunde u. a. 2005 [121] – der 42 Abflußreihen (die mit
Gl. (2.1) saisonbereinigt wurden). Man kann deutlich sehen, daß die meisten Niederschlags-
reihen keine Langzeitkorrelationen (α(2) ≈ 0,5) oder nur sehr schwache (α(2) ≈ 0,55) zeigen,
der Mittelwert ist dabei α(2) ≈ 0,53 ± 0,04, siehe Tab. 4.1. Man findet keine systematische
Abhängigkeit der α(2) von Klimazonen oder geographischen Regionen. Um das Fehlen von
Langzeitkorrelationen bei Niederschlagsreihen zu bestätigen, wurde auch die Autokorrelati-
onsfunktion C(s) (siehe Gl. (2.3)) berechnet. Die Ergebnisse zeigen, wie alle Korrelationen
nach eine paar Tagen verschwinden. Es sei aber darauf hingewiesen, daß dieses Ergebnis für
das zweite Moment bestimmt wurde und sich deshalb nur auf Zweipunktkorrelationen [107]
bezieht. Korrelationen höherer Ordnung werden nicht ausgeschlossen.

Die gezeigten Ergebnisse von α(2) stimmen nicht überein mit Matsoukas u. a. 2000 [146], die
mit DFA1 und einer saisonalen Trendbereinigung ähnlich Gl. (2.1) für neun Niederschlagsrei-
hen mit fünfzehnminütiger Auflösung α(2) ≈ 1,0 auf Skalen unterhalb von zehn Tagen und
α(2) = 0,6 . . . 0,8 auf Skalen von zehn Tagen bis 16 Monaten gefunden haben. Der Grund für
diese Unstimmigkeit ist unklar, zumal die in Klassen berechnete (gebinnte) Spektralanalyse
von Matsoukas u. a. 2000 [146] zu den oben dargelegten Ergebnissen paßt. Abbildung 4.2a)
läßt sich auch mit Peters u. a. 2002 [167] und Peters und Christensen 2002 [166] schlecht ver-
einbaren, wo sechs Monate lange Reihen untersucht wurden und ein Exponent α(1) ≈ 0,76
(H = α(1) & α(2)) mittels R/S-Analyse (Kap. 2.2.2) ermittelt wurde. Wahrscheinlich ist
dieser hohe Wert darauf zurückzuführen, daß eine solch kurze Reihe nicht saisonbereinigt
werden kann, so daß der Jahresgang wie eine Langzeitabhängigkeit wirkt. Für mittlere Zeits-
kalen bis zu drei Jahren sind die vorgestellten Ergebnisse in Übereinstimmung mit Fraedrich
und Larnder 1993 [71], die aber entgegen den oben dargelegten Resultaten auf größeren Zeits-
kalen auch Langzeitkorrelationen finden. Die Langzeitkorrelationen auf großen Skalen, die die
Autoren beschreiben, könnten auch durch Instationaritäten in den Daten verursacht worden
sein. Die jüngsten Ergebnisse von Marković und Koch 2005 [145] stimmen teilweise mit den
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Abbildung 4.2: Histogramme der Fluktuationsexponenten α(2) für a) alle 99 täglichen Niederschlags-
reihen und b) alle 42 täglichen Abflußreihen, 18 von Süddeutschland (orange) und 24
von internationalen hydrologischen Stationen (türkis). Die Fluktuationsexponenten
wurden mittels Potenzgesetz-Fits an den DFA2-Fluktuationsfunktionen auf großen
Zeitskalen bestimmt, vgl. Abb. 4.1. Jedes Kästchen stellt den Wert für eine meteo-
rologische oder hydrologische Station dar. Das Histogramm b) für Abflußreihen ist
entnommen aus [121] (nach [111]).

vorliegenden Resultaten überein. In [145] werden mittels DFA monatliche Niederschlagsma-
xima untersucht und hauptsächlich Fluktuationsexponenten α(2) & 0,5 gefunden. Allerdings
sind bei 9/27 Reihen α(2) > 0,6, was von den vorliegenden Ergebnissen abweicht. Ergänzend
sei noch angemerkt, daß sich die Ergebnisse dieser Arbeit nur unwesentlich ändern, wenn auch
der Jahresgang in der Standardabweichung mit Gl. (4.1) statt Gl. (2.1) entfernt wird. Obwohl
sich α(2) um ±0,03 für einzelne Reihen ändern kann, bleibt das mittlere α(2) konstant.

Im Gegensatz zu den Niederschlagsreihen sind die meisten Abflußreihen stark langzeitkorre-
liert [111]; der Mittelwert beträgt α(2) = 0,72, wobei die α(2)-Werte einen breiten Bereich
abdecken (siehe Abb. 4.2b)), der auch nicht wesentlich schmaler ist für die Daten, die nur aus
dem verhältnismäßig kleinen Süddeutschland, mit sehr viel kleineren Einzugsgebieten, stam-
men. Die Langzeitexponenten variieren stark von Fluß zu Fluß in einer unsystematischen
Weise. Deshalb gibt es kein universelles Skalenverhalten bei den Abflußreihen und keine sy-
stematische Abhängigkeit der Fluktuationsexponenten von der Größe des Einzugsgebietes
[121]. Die ausgebildeten Variationen spiegeln wahrscheinlich die Tatsache wieder, daß unter-
schiedliche Mechanismen für Hochwasser existieren, und jeder induziert ein anderes räumli-
ches Skalenverhalten [88], die möglicherweise auch unterschiedliche zeitliche Skalenverhalten
bewirken.
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Da die Autokorrelationen der Niederschlagsreihen mit der Zeit überwiegend sehr schnell ab-
fallen, können ihre zeitlichen Korrelationen weder für die Langzeitkorrelationen noch für die
breite Verteilung der Fluktuationsexponenten der Abflußreihen die Ursache sein [111]. Folglich
ist anzunehmen, daß die Persistenz der Abflußreihen eher durch Speichereffekte verursacht
wird als durch Langzeitkorrelationen bei Niederschlagsreihen – die (teilweise) Integration des
Niederschlages könnte das Langzeitgedächtnis der Abflüsse bewirken [111]. Dies ist relativ
uninteressant für Hochwasser, da diese hauptsächlich vom oberirdischen Abfluß des Nieder-
schlags oder der Schneeschmelze verursacht werden, aber für Niedrigwasser kann das Ergebnis
relevant sein, denn dann kommen hauptsächlich die Reservoirs zur Geltung. Wenn die Inter-
pretation korrekt sein sollte, daß die Abflußpersistenz von Speichereffekten im Einzugsgebiet
bewirkt wird, kann man für trockene Gebiete kleinere Exponenten erwarten. Dies wird von
Koscielny-Bunde u. a. 2005 [121] teilweise gefunden, aber weitere Untersuchungen sind nötig,
um die Theorie zu bestätigen. Die nicht universellen Langzeitkorrelationen der Abflußreihen
lassen sich mit denen von Temperaturreihen kontinentaler Stationen vergleichen, wo halbwegs
einheitliche Werte α(2) = 0,66± 0,06 gefunden wurden [120, 201, 228, 61].

Um zu bestätigen, daß die Steigung α(2) > 0,5 für Abflußreihen auf Langzeitkorrelationen
(also die Anordnung der τi) zurückzuführen ist und nicht auf eine breite Verteilungsdichte der
τi [114], haben Koscielny-Bunde u. a. 2005 [121] in einer separaten Analyse die Korrelationen
vernichtet, indem die τi zufällig gemischt wurden. Dieses Mischen hat keinen Effekt auf die
Verteilungsdichte der τi. Es hat sich aber gezeigt, daß der Fluktuationsexponent α(2) bei den
gemischten Reihen 1/2 ist, weshalb die gefunden Langzeitkorrelationen hauptsächlich auf der
Anordnung der τi basieren.
Eine zusätzliche Saisonbereinigung der Varianz, Gl. (4.1), führt zu einer Vergrößerung der
Fluktuationsexponenten um 0,1 bis 0,25 bei denjenigen Flüssen, die sehr starke saisonale
Abhängigkeiten aufweisen [111] (mehr dazu am Ende des folgenden Kap. 4.4).

4.4 Multifraktale Charakterisierung

Als nächstes soll das multifraktale Verhalten der 99 täglichen Niederschlagsreihen bestimmt
und mit dem der 42 täglichen Abflußreihen verglichen werden. Bei allen Reihen zeigen sich
ähnliche resultierende Fluktuationsfunktionen Fq(s) für die MF-DFA2, MF-DFA3 und MF-
DFA4 (Trendbereinigung zweiter, dritter und vierter Ordnung). Deswegen werden hier nur
die der zweiten Ordnung gezeigt (MF-DFA2). Man beginnt wieder mit der Saisonbereinigung
nach Gl. (2.1). Abbildung 4.3 zeigt ein Beispiel der MF-DFA2-Fluktuationsfunktionen Fq(s)
für a) die Niederschlagsreihe von Spokane in den USA und b) die Abflußreihe der Weser
in Vlotho. Die Standard-Fluktuationsfunktion des zweiten Moments F2(s) ist mit Kreuzen
eingezeichnet. Der Übergang (Crossover) bei den Abflußdaten, wie er im vorhergehenden
Abschnitt diskutiert wurde, findet sich auch in den anderen Momenten wieder. Darüber hinaus
zeigt sich ein ähnlicher Crossover bei den negativen Momenten der Niederschlagsdaten. Die
Position des Crossovers wächst monoton mit abfallendem q und nimmt in seiner Ausprägung
zu. Bei den kleinen Fluktuationen tritt er also erst bei größeren Skalen auf. Während sich die
meiste Literatur auf Kurzzeitmultifraktalität und die Crossover, die unterhalb eines Jahres
auftreten, konzentriert [132, 205, 90, 163, 160, 53, 52, 55], besteht hier das Interesse an dem
asymptotischen Verhalten der Fq(s) bei großen Zeiten s. Man kann sehen, daß oberhalb des
Crossovers die Fq(s) in doppelt-logarithmischer Darstellung gerade Form annehmen, dessen
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Abbildung 4.3: Die MF-DFA2-Fluktuationsfunktionen Fq(s) gegen die Zeitskala s für zwei Beispiele:
a) Niederschlag in Spokane, USA und b) die Weser in Vlotho. Die Kurven wurden
für verschiedene q-Werte berechnet, q = −8,−4,−2,−1,+1,+2,+4,+8 (von oben)
und wurden zur besseren Übersichtlichkeit vertikal verschoben. Die Funktion des
zweiten Moments Fq=2(s) (Standard-DFA2) ist mit dem ×-Symbol gezeichnet. Die
durchgezogenen Linien sind lineare Fits zur Bestimmung der α(q) (wie in Abb. 4.4
und 4.5 gezeigt). Ferner sind am unteren Rande der Teilbilder zusätzliche Linien mit
der Steigung 1/2 als Vergleich zum unkorrelierten Fall eingezeichnet (nach [111]).

Steigung leicht ansteigt von großen positiven Momenten zu weit negativen Momenten (in
Abb. 4.3 von unten nach oben). Für den Niederschlag in Spokane (Abb. 4.3a)) z.B. ändert
sich die Steigung von 0,42 für q = 8 zu 0,57 für q = −8. Dieser monotone Verlauf der
Steigungen α(q) ist die Signatur der Multifraktalität. Einen ähnlichen Anstieg erhält man
auch bei den Abflußdaten, obwohl α(q) insgesamt größer ist. Für die Weser sind α(8) = 0,63
und α(−8) = 0,84 (siehe Abb. 4.3b)).
Von den asymptotischen Steigungen in Abb. 4.3 (lineare Fits in den Plots) gewinnt man also
die generalisierten Fluktuationsexponenten α(q) die gegen das Moment q in Abb. 4.4 für vier
Niederschlagsreihen aufgetragen sind und in Abb. 4.5 für vier Abflußreihen, siehe Tab. 4.1 für
Details.

Die Ergebnisse für α(q) = [τ(q) + 1]/q lassen sich mit verschiedenen funktionalen Modellen
zur Beschreibung von Multifraktalität vergleichen, wie sie in der Literatur auftauchen. Zuerst
soll der Ausdruck (siehe Gl. (4.5-4.6) und (4.7))

α(q) = ℵ′ + 1− C1

a′ − 1

(
qa′−1 − 1

)
, q ≥ 0 , (4.12)

mit den drei Parametern ℵ′, C1 und a′ betrachtet werden, der erfolgreich von Lovejoy, Schert-
zer und Mitwirkenden [187, 188, 128, 206, 205, 163] (siehe auch Douglas und Barros 2003 [55])
zur Beschreibung des multifraktalen Verhaltens von Niederschlags- und Abflußreihen auf klei-
nen Skalen angewendet wurde. Allerdings ist der Ansatz (4.12) auf positive q beschränkt. Die
Linien in den oberen rechten Ecken der Abb. 4.4 und 4.5 zeigen die entsprechenden Fits,
und die Werte der drei Parameter sind für die gezeigten Beispiele jeweils in Tab. 4.1 auf-
geführt, wo auch die Mittelwerte für die Niederschlags- und Abflußreihen zu finden sind.
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Abbildung 4.4: Generalisierter Fluktuationsexponent α(q) aufgetragen gegen q für vier Niederschlags-
reihen: a) Spokane (USA), b) Edinburgh (UK), c) Winnemucca (USA) und d) Jena.
Die α(q)-Werte (gefüllte Symbole) wurden mit linearen Fits an den Fq(s) auf großen
Skalen in log-log-Plots bestimmt, vgl. Abb. 4.3a). Die durchgezogenen Linien durch
die gefüllten Symbole sind Fits des modifizierten multiplikativen Kaskadenmodells,
Gl. (4.13), bis auf d), wo das Bifraktalmodell, Gl. (4.15), stattdessen verwendet wurde.
In diesem Fall sind die Parameter α1 = 0,57, α2 = 0,45 und q× = 3,3. Die Ergebnisse
in c) sind ein Beispiel, für die das modifizierte Kaskadenmodell etwas schlechter paßt.
In der oberen rechten Ecke jedes Teilbildes ist α(q) nochmals gezeigt (offene Symbole,
um 0,1 nach oben verschoben), zusammen mit Fits des Lovejoy-Schertzer-Modells,
Gl. (4.12). Zur Orientierung stellen die gepunkteten Geraden den unkorrelierten Fall
α = 0,5 (horizontal) und das zweite Moment q = 2 (vertikal) dar (nach [111]).
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Abbildung 4.5: Generalisierter Fluktuationsexponent α(q) aufgetragen gegen q für vier Abflußreihen:
a) Weser in Vlotho, b) Fraser in Hope, USA, c) Susquehanna in Harrisburg, USA
und d) Niger in Koulikoro, Mali. Bis auf den Wertebereich der α(q)-Achse ist diese
Abbildung analog zu Abb. 4.4 gestaltet. Die durchgezogenen Linien sind Fits an die
Daten mit Gl. (4.13) und (4.12). Zur Orientierung stellen die gepunkteten Geraden
den unkorrelierten Fall α = 0,5 und das zweite Moment q = 2 dar (nach [111]).

Abbildung 4.6 fast die Ergebnisse für Fitparameter aller untersuchten Niederschlags- und
Abflußreihen zusammen. Für die Niederschlagsdaten wurden ℵ′ = −0,45±0,06, a′ = 2,0±0,4
und C1 = 0,01 ± 0,01 berechnet, während die Abflußdaten ℵ′ = −0,25 ± 0,10, a′ = 1,4 ± 0,5
und C1 = 0,04± 0,03 ergeben haben.

Diese Werte für ℵ′ stimmen nur grob mit früheren Untersuchungen von Tessier u. a. 1996 [205]
überein, die ℵ′ = −0,35 ± 0,2 für Niederschlagsreihen und ℵ′ = −0,05 ± 0,2 für Abflußrei-
hen erhalten haben. Gleiches gilt für Pandey u. a. 1998 [163], die von ℵ′ = −0,03 ± 0,14 für
Abflußreihen berichten. Diese Ähnlichkeit ist überraschend, da bei diesen früheren Studien
keine Saisonbereinigung (Gl. (2.1) oder Gl. (4.1)) durchgeführt wurde. Die Multifraktalität
ist durch die Parameter a′ und C1 charakterisiert. Dafür berichten Tessier u. a. 1996 [205]
a′ = 1,6± 0,2 und C1 = 0,10± 0,05 für Niederschlag und a′ = 1,45± 0,2 und C1 = 0,2 ± 0,1
für die Abflüsse, während Pandey u. a. 1998 [163] a′ = 1,7 ± 0,11 und C1 = 0,12 ± 0,03 für
Abflußreihen erhalten haben. In einer jüngeren Studie haben Tchiguirinskaia u. a. 2002 [204]
verschiedene Abflußreihen von Russland analysiert und dabei a′ ≈ 1,7 und C1 ≈ 0,03 gefun-
den. Die Ergebnisse der anderen Arbeiten sind in Tab. 4.2 zusammengestellt. Die in dieser
Arbeit vorgestellten Ergebnisse für den Exponenten a′ stimmen im Rahmen der Fehlerbalken
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Abbildung 4.6: Histogramme der Parameter ℵ′, C1 und a′ für alle 99 täglichen Niederschlagsreihen
(obere Reihe, a)-c)) und alle 42 täglichen Abflußreihen (untere Reihe, d)-f)). Die
Werte wurden bestimmt mittels nicht-linearer Anpassung der Funktion Gl. (4.12) an
die generalisierten Fluktuationsexponenten α(q). Jedes Kästchen stellt den Wert für
eine meteorologische oder hydrologische Reihe dar (nach [111]).

Niederschlag (99 Stat.): Periode α(2) ∆α a b ℵ′ C1 a′

Spokane 1881-1994 0,51 0,30 0,63 0,77 -0,48 0,008 1,9
Edinburgh 1896-1997 0,52 0,34 0,61 0,77 -0,47 0,012 1,8
Winnemucca 1877-1994 0,50 0,33 0,63 0,79 -0,49 0,009 2,2
Jena 1827-2000 0,56 0,11 – – -0,43 0,006 2,3

Mittelwert 86 y 0,53 0,29 – – -0,45 0,012 2,0
Standardabweichung 33 y 0,04 0,14 – – 0,06 0,010 0,4

Abfluß (42 Pegel):

Weser 1823-1993 0,76 0,43 0,50 0,68 -0,24 0,023 1,7
Fraser 1913-1996 0,69 0,38 0,53 0,70 -0,29 0,017 1,7
Susquehanna 1891-1986 0,58 0,48 0,55 0,77 -0,40 0,018 1,7
Niger 1907-1985 0,60 0,62 0,51 0,78 -0,35 0,040 1,5

Mittelwert 86 y 0,72 0,49 – – -0,25 0,039 1,4
Standardabweichung 27 y 0,11 0,16 – – 0,10 0,028 0,5

Tabelle 4.1: Details zu den Reihen, die in den Abb. 4.3a), Abb. 4.4 (Niederschlag) und Abb. 4.3b),
Abb. 4.5 (Abfluß) analysiert wurden und Mittelwerte für alle untersuchten Reihen (Ab-
flußergebnisse aus [121]). Es sind aufgeführt die Reihenlängen und die Fitparameter,
die mit dem modifizierten multiplikativen Kaskadenmodell, Gl. (4.13), bzw. mit dem
Lovejoy-Schertzer-Modell, Gl. (4.12), gewonnen wurden (siehe auch Tab. 4.2). Außerdem
sind die zwei Hauptergebnisse, der Fluktuationsexponent α(2) = 1−γ/2 = (β+1)/2 und
die multifraktale Stärke ∆α, angegeben. Im Fall von Jena wurde Gl. (4.15) statt (4.13)
verwendet und die Parameter α1 = 0,57, α2 = 0,45 und q× = 3,3 ermittelt (nach [111]).
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Niederschlag Abfluß

ℵ′ C1 a′ ℵ′ C1 a′

Tess. [205] −0,35 ± 0,2 0,10± 0,05 1,6± 0,2 −0,05± 0,2 0,2± 0,1 1,45± 0,2

Pand. [163] −0,03± 0,14 0,12± 0,03 1,7± 0,11

Tchi. [204] ≈ 0,03 ≈ 1,7

Kant. [111] −0,45± 0,06 0,012± 0,010 2,0± 0,4 −0,25± 0,10 0,039 ± 0,028 1,4± 0,5

Tabelle 4.2: Übersicht der Parameter ℵ′, C1 und a′ aus Gl. (4.12) für Niederschlag- und Abflußana-
lysen, bestimmt von Tessier u. a. 1996 [205], Pandey u. a. 1998 [163] und Tchiguirinskaia
u. a. 2002 [204]. Die entsprechenden Werte aus Tab. 4.1 sind in der letzten Zeile angegeben
[111].

mit den frühren Studien überein. Die Ergebnisse für C1 sind vereinbar mit Tchiguirinskaia
u. a. 2002 [204], aber nicht mit Tessier u. a. 1996 [205] und Pandey u. a. 1998 [163], die sich
aber auch nicht explizit auf den asymptotischen Bereich bezogen haben und deshalb größere
Werte C1 finden (wie auch Tchiguirinskaia u. a. 2002 [204] für kleine Skalen).
Tessier u. a. 1996 [205] schlußfolgern, daß sich die ℵ′-Werte für Niederschlags- und Abflußrei-
hen um ca. 0,3 unterscheiden, während die a′- und C1-Werte kompatibel sind. Die in Tab. 4.1
aufgeführten Ergebnisse zeigen einen ähnlichen Unterschied für den Fluktuationsexponenten
von ungefähr 0,2. Die a′- und C1-Werte für Niederschlags- und Abflußreihen dieser Arbeit
scheinen nur grob kompatibel zu sein, denn die Histogramme in Abb. 4.6 sind für die Ab-
flußreihen nach links bzw. nach rechts verschoben. Der Mittelwert von C1 ist für die Abflüsse
mehr als drei mal größer. Deshalb kann man schließen, daß die Eigenschaften der Abfluß-
fluktuationen nicht durch eine einfache (zeitliche) Teilintegration des Niederschlags erzeugt
werden können. Es ist nötig, den Speichereffekten und dem hochgradig stoßartigen Verhal-
ten des Niederschlags sowie dem höchst nicht-linearen Zusammenspiel von Niederschlag und
Abfluß Rechnung zu tragen.

Als nächstes kommt das funktionale Modell

τ(q) = − ln (aq + bq)

ln 2
bzw.

α(q) =
1

q
− ln (aq + bq)

q ln 2
q 6= 0 (4.13)

zum Einsatz. Die Parameter sind auf 0 < a, b ≤ 1 eingeschränkt. Der Ausdruck Gl. (4.13)
wurde wegen seiner optimalen Eigenschaften entdeckt. Führt man nämlich die Transformation
von Gl. (4.13) nach f(αS) mit den Gl. (4.8, 4.9, 4.10) durch, dann zeigt sich, daß

f(αS)
q→±∞−→ 0 ,

außerdem ist
max (f(αS)) = 1 .

Somit hat f(αS) die ideale Form eines Singularitätsspektrums. Es ist also nicht weiter ver-
wunderlich, daß es sich um eine Modifikation des multiplikativen Kaskadenmodells handelt
[114, 234], dessen ursprünglicher Ausdruck eine additive Konstante ln (a+b)

ln 2 in Gl. (4.13) er-
fordert. Diese Verwandtschaft kann genutzt werden, um multifraktale Reihen zu erzeugen,
die vorgegebene α(2) und ∆α aufweisen [121]. Mittels Fourier Hin- und Rücktransformation
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kann α(2), das beim binomialen multiplikativen Prozeß fest ist (α(1) = 1), analog zur FFM
(Kap. 2.2.3) beliebig getrimmt werden. Da Gleichung (4.13) für q > 0 und q < 0 (q 6= 0)
anwendbar ist, kann die unendliche Anzahl an Exponenten α(q) mit zwei unabhängigen Pa-
rametern a und b ausgedrückt werden – die Breite des zugehörigen Singularitätsspektrums
hängt unmittelbar mit ihnen zusammen:

∆α =
ln b− ln a

ln 2
wenn b > a , (4.14)

sowie umgekehrt mit q = 2 in Gl. (4.13)

a =

√
21−2α(2)

1 + 22∆α

b = a · 2∆α .

Das modifizierte multifraktale Kaskadenmodell enthält folglich mit den beiden Parametern a
und b auch das zweite Moment α(2). Mit nur einem zusätzlichen Parameter wird das gesamte
Spektrum des Skalenverhaltens beschrieben. Dabei hängt die multifraktale Stärke nur von
dem Verhältnis b/a ab.

Die zugehörigen Fitergebnisse für die Beispiele aus den Abb. 4.4 und 4.5 sind in Tab. 4.1 auf-
gelistet, außer für Jena, für das sich Gl. (4.13) nicht richtig anpassen ließ. Die zwei Parameter
a und b können als Signatur der betrachteten Niederschlags- und Abflußreihen aufgefaßt wer-
den. Dies kann für die Evaluierung von Niederschlags-Abfluß-Modellen von Interesse sein.
Es ist wichtig zu betonen, daß die Parameter a und b für den asymptotischen Bereich der
verallgemeinerten Fluktuationsfunktionen bestimmt wurden und deshalb nicht von saisona-
len Abhängigkeiten, die nicht vollständig beseitigt werden können, betroffen sind. Es soll
darauf hingewiesen werden, daß verschiedene multifraktale Modelle für hochauflösende Nie-
derschlagsreihen, die den Crossover bei kleinen Zeitskalen beinhalten, untersucht wurden von
Veneziano u. a. 1996 [213], Schmitt u. a. 1998 [189], Deidda u. a. 1999 [53], Deidda 2000 [52]
und Veneziano und Iacobellis 2002 [214]. Für ein Modell eines selbstorganisierten kritischen
Zustandes (

”
self-organized criticality“) sei auf Andrade u. a. 1998 [2] verwiesen.

Unter den Niederschlagsreihen sind viele, bei denen sich Gl. (4.13) nicht an die α(q) für
alle q anpassen läßt. In manchen dieser Fälle (wie die Niederschlagsreihe von Jena) paßt
ein einfaches Bifraktalmodell wesentlich besser zu den α(q)-Daten. Für eine bifraktale Reihe
zeigen die Renyi-Exponenten (genau) zwei unterschiedliche Steigungen (α1 > α2),

τ(q) =

{
qα1 − 1 für q ≤ q×
qα2 + q×(α1 − α2)− 1 für q > q×

oder

τ(q) =

{
qα1 + q×(α2 − α1)− 1 für q ≤ q×
qα2 − 1 für q > q×

.

Überträgt man dies mit Gl. (4.8) nach α(q), dann hat man ein Plateau von q = −∞ bis q×
und ein hyperbolisches Abfallen für q > q×,

α(q) =

{
α1 für q ≤ q×
q×(α1 − α2)

1
q + α2 für q > q×

(4.15)
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Abbildung 4.7: Schematische Darstellung des bifraktalen α(q)-Zusammenhanges. a) Gleichung (4.15)
und b) Gleichung (4.16). Die Varianten setzen sich jeweils aus einem Plateau und
einem hyperbolischen Abfallen (bzw. Anstieg) an der Stelle q× zusammen. Asympto-
tisch sind α(q → ±∞) = α2,1.

oder umgekehrt

α(q) =

{
q×(α2 − α1)

1
q + α1 für q ≤ q×

α2 für q > q×
. (4.16)

Die Formen sind in Abb. 4.7 schematisch dargestellt. Bei der Variante (4.15) ist q× > 0 und
bei (4.16) q× < 0. Das Konzept des Bifraktals wurde bei dieser Arbeit durch die Ähnlichkeit
zu dem α(q)-Verlauf für unkorrelierte Zufallszahlen mit potenzgesetzartig abfallender Ver-
teilungsdichte motiviert, vgl. Kantelhardt u. a. 2002 [114]. Bifraktal heißt es deshalb, weil
τ(q) aus zwei Geraden unterschiedlicher Steigungen α1 und α2 zusammengesetzt ist, mit der
Nebenbedingung daß der Ordinatenabschnitt einer τ(q)-Geraden τ(0) = −1 ist, so daß α(q)
teilweise ein Plateau aufweist, wie es auch bei den untersuchten Reihen gefunden wurde.
Somit bleiben drei Parameter; hier wurden die Steigungen α1 und α2 sowie q×, der Punkt
an dem die Geraden zusammentreffen, gewählt. Obwohl das multifraktale Spektrum zu zwei
einzelnen Punkte degeneriert ist (f(α1) = 1 und f(α2) = 1 − (α1 − α2)q× oder umgekehrt),
kann man die Breite als

∆α := α1 − α2 (4.17)

definieren. Ein Beispiel eines bifraktalen Fits ist in Abb. 4.4d) gezeigt.

Die α(q)-Verläufe wurden im Bereich −10 ≤ q ≤ 10 für alle 99 Niederschlagsreihen sowie
alle 42 Abflußreihen [121] mit Gl. (4.13) und (4.15) (oder (4.16)) angefittet. Während für alle
Abflußreihen das modifizierte multiplikative Kaskadenmodell am besten paßt [121], ist dies
bei nur 54 Niederschlagsreihen der Fall – Abb. 4.4c) zeigt ein Beispiel bei dem der Fit nicht
so gut paßt. Entweder Gl. (4.15) oder (4.16) konnten bei 27 Reihen besser verwendet werden.
Jedoch konnten 18 Niederschlagsreihen durch keines der beiden Modelle angepaßt werden.
Die multifraktale Stärke ∆α wurde für 81 Niederschlagsreihen, für die entweder das modifizier-
te multiplikative Kaskadenmodell oder die bifraktale Beschreibung verwendet werden konnte,
und für alle 42 Abflußreihen [121] bestimmt. Die entsprechenden Histogramme sind in Abb. 4.8
gezeigt. Es konnte kein systematischer Zusammenhang zwischen den ∆α-Werten und geogra-
phischen oder klimatischen Gegebenheiten gefunden werden. Bei den Abflußreihen zeigen
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Abbildung 4.8: Histogramme der multifraktalen Stärke ∆α für a) 81 von 99 täglichen Niederschlags-
reihen und b) alle 42 täglichen Abflußreihen, 18 von Süddeutschland (orange) und
24 von internationalen Pegeln (türkis). Die ∆α wurden mittels nicht-linearer Fits
an den generalisierten Fluktuationsexponenten α(q) gewonnen. Jedes Kästchen stellt
das Ergebnis für eine meteorologische oder hydrologische Station dar. Für alle wur-
de Gl. (4.13) verwendet bis auf die blauen Kästchen in a), wo das Bifraktalmodell,
Gl. (4.15) oder (4.16), verwendet wurde, weil es besser paßt. Die Werte der Abfluß-
reihen sind entnommen aus [121] (nach [111]).

auch die Flüsse Süddeutschlands eine breite Verteilung der ∆α, aber die Werte scheinen mit
zunehmender Größe des Einzugsgebietes geringfügig abzunehmen [121]. Die gemittelte Stärke
der Multifraktalität ist bei den Niederschlagsreihen wesentlich kleiner (∆α = 0,29± 0,14) als
für Abflußreihen (∆α = 0,49 ± 0,16). Man beachte aber, daß ∆α für 18 Niederschlagsreihen
nicht bestimmt werden konnte, weil keines der beiden funktionalen Modelle dem Verlauf der
α(q) folgt.

In Abb. 4.9 werden die Parameter der verschiedenen Anpassungsfunktionen verglichen und
zwar sind a′ und C1 (aus Gl. (4.12)) gegen ∆α (aus Gl. (4.14) mit Gl. (4.13) und Gl. (4.17)
mit Gl. (4.15) oder (4.16)) aufgetragen. Zwei Dinge werden deutlich. Beide Größen a′ und C1

hängen von der Stärke der Multifraktalität ab. Je größer ∆α desto kleiner a′ und desto größer
C1. Dabei unterscheiden sich die internationalen und süddeutschen Pegel nicht. Bei den Nie-
derschlagsreihen spaltet sich vor allem das Bild für C1 in zwei Äste auf (Abb. 4.9c)). Dieser
Effekt ist möglicherweise auf eine Unterschätzung der Multifraktalität durch das Bifraktalm-
odell zurückzuführen.
Um zu zeigen, daß die Multifraktalität in den Korrelationen und nicht in einer breiten Ver-
teilungsdichte der Werte τi begründet ist, wurden auch die in sich zufällig gemischten Reihen
untersucht, wobei keine signifikante Multifraktalität gefunden wurde. Für die Niederschlags-
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Abbildung 4.9: Zusammenhang zwischen der multifraktalen Stärke ∆α und den Parametern a′ und
C1 aus Gl. (4.12). Die Parameter sind an der Ordinate aufgetragen gegen ∆α an
der Abszisse für a)-c) den Parameter a′ und d)-f) den Parameter C1, für alle Nie-
derschlagsreihen a)+d) (modifiziertes Kaskadenmodell Gl. (4.13), blaue Kreuze, und
Bifraktalmodell Gl. (4.15) oder (4.16), grüne Plus) und alle Abflußreihen (global,
türkis Quadrate, und in Süddeutschland, orange Kreise). In c)+f) sind alle Punk-
te nicht differenziert gemeinsam aufgetragen. Die Verteilungen der Werte sind in
Abb. 4.6 und 4.8 dargestellt. Die ∆α-Werte zu den Abflußreihen stammen von
Koscielny-Bunde u. a. 2005 [121].

reihen bedeutet das, daß es signifikante Korrelationen höherer Ordnung geben muß, da die
Standardkorrelationen zweiter Ordnung sehr schwach sind oder ganz fehlen (α(2) ≈ 0,5) und
die Multifraktalität nicht durch eine breite nicht-gaußsche Verteilung verursacht wird.
Zu guter Letzt soll noch kurz diskutiert werden, welchen Einfluß die zusätzliche Saisonberei-
nigung der Standardabweichung mit Gl.(4.1) statt (2.1) hat. Für Niederschlagsreihen ändern
sich die α(q) nur minimal. Etwas anders sieht es bei den Abflußreihen aus. Vor allem bei
Flüssen, die entweder im Sommer fast austrocknen oder bei anderen, die im Winter zufrieren,
ändern sich die gesamten α(q) zu höheren Werten, um ca. 0,1 bis 0,25, wobei die multifraktale
Stärke weitgehend unverändert bleibt. Man weiß jedoch nicht, welche Saisonbereinigung die
bessere für eine Multifraktalanalyse ist. Bei der multifraktalen Charakterisierung beschreibt
α(q) für negative q das Skalenverhalten der kleinen Fluktuationen, während α(q) für posi-
tive q das der großen Fluktuationen ausdrückt. Die Multifraktalanalyse kann also zwischen
großen und kleinen Fluktuationen unterscheiden. Wenn man aber durch den Jahresgang der
Standardabweichung dividiert, Gl. 4.1, dann werden einige kleine Fluktuationen größer ge-
macht und andere große kleiner gemacht. Deswegen kann es sein, daß auf diese Weise gewisse
Information verschleiert wird.
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4.5 Resumee

Es wurden lange Niederschlagsreihen mit der Trendbereinigenden Fluktuationsanalyse (DFA)
sowie ihrer multifraktalen Erweiterung (MF-DFA) analysiert und die Ergebnisse wurden mit
denen für Abflußreihen verglichen. Die Niederschlagsreihen sind durch sehr schwache oder
verschwindende Langzeitkorrelationen charakterisiert α(2) ≈ 0,5, was auf eine schnell ab-
fallende Autokorrelationsfunktionen hindeutet. Unterdessen sind die Abflußreihen oberhalb
eines Crossovers bei mehreren Wochen langzeitkorreliert, wobei deren Fluktuationsexponen-
ten α(2) über einen breiten Bereich variieren. Dieser Unterschied zwischen beiden Größen
ist überraschend, da oft behauptet wird, die Fluktuationen des Niederschlags würden eine
wichtige Rolle bei den Langzeitkorrelationen (Persistenz) in den Fluktuationen des Abflus-
ses spielen. Diese Untersuchung zeigt also, daß die Persistenz in den Abflußreihen nicht so
sehr mit der Persistenz des Niederschlags zusammenhängt, sondern wesentlich von Speicher-
prozessen im Boden verursacht wird. Dabei tritt auch der höchst stoßartige und punktuelle
Charakter des Niederschlags in Erscheinung. Es sind aber weitere Untersuchungen nötig, um
diese Thesen zu belegen.
Auch die Multifraktalität auf großen Skalen ist im Mittel bei den Abflußreihen stärker ausge-
prägt als bei den Niederschlagsreihen. Die multifraktale Stärke ist gegeben über die Differenz
∆α aus maximalem und minimalem Hölder-Exponent αS.
Für die Multifraktalanalyse wurden folgende Arbeitsschritte durchgeführt:

• Anwendung der MF-DFA, man erhält Fq(s).

• Bestimmung der generalisierten Fluktuationsexponenten α(q).

• Nicht-lineare Anpassung der Funktionen Gl. (4.13) bzw. Gl. (4.15) oder (4.16).

• Aus den Parametern a, b bzw. α1, α2 ergibt sich die Stärke der Multifraktalität ∆α.

Die Art der Multifraktalität ist bei allen Abflußreihen konsistent mit einer modifizierten Ver-
sion des binomialen multifraktalen Modells, was die Idee eines

”
universellen“ multifraktalen

Verhaltens unterstützt, wie es von Lovejoy und Schertzer in einem anderen Kontext vor-
geschlagen wurde. Demgegenüber scheinen 45 Prozent der Niederschlagsreihen eine andere
Beschreibung zu erfordern und ein einfacher bifraktaler Fit findet in 27 Prozent aller Nieder-
schlagsreihen Anwendung. Um die Worte von Mandelbrot 1983 [137] zu zitieren:

”
I am prepared to argue that a lack of serious motivation in a model that fits and

works well is much preferable to a lack of fit in a model that seems well motivated
. . .“ [137] (Kap. 27, unter Fractional Brownian Model of River Discharge)

Für positive Momente liefert der Dreiparameter-Lovejoy-Schertzer-Ansatz stets gute Anpas-
sungen an die Daten. Die Multifraktalexponenten können als Signaturen aufgefaßt werden,
die auch zum Test von Niederschlags-Abfluß-Modellen eingesetzt werden können.
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5 Statistische Abhängigkeiten zwischen
Temperatur- und Niederschlagsreihen

Bisher wurden ausschließlich statistische Eigenschaften von einzelnen Reihen untersucht; einen
Schwerpunkt bilden dabei die Autokorrelationen. Bekanntermaßen zeigt aber z.B. das Kli-
masystem nicht nur die diskutierten zeitlichen, sondern auch räumliche bzw. raumzeitliche
Fluktuationen. Die Klimaelemente in zwei benachbarten Ortschaften, etwa die Temperatur,
unterscheiden sich wenig. Aber auch hier sind die Abhängigkeiten statistischer Natur. Um
räumliche Abhängigkeiten zu beschreiben, bedarf es bivariater Methoden, bei denen zwei
Reihen von verschiedenen Orten analysiert werden, oder multivariater Verfahren, die mehr
als zwei Reihen oder ganze Datenmatrizen auswerten [222, 220, 76].
Methoden zur bivariaten Analyse erfordern nicht unbedingt Reihen von verschiedenen Orten,
sondern es kann auch relevant sein, die an einem Ort gemessenen Daten unterschiedlicher
Meßgrößen zu betrachten. In Abbildung 5.1 sind die in Taschkent gemessenen jährlichen
Niederschlagsmengen und Temperaturmittelwerte gegen die Zeit aufgetragen. Bei der zeit-
lichen Entwicklung scheinen besonders niederschlagsarme Jahre mit besonders hohen Tem-
peraturen einherzugehen und umgekehrt. Dieses Verhalten läßt sich als

”
gegenläufige Kor-

respondenz“ [77] oder Antikorrelationen bezeichnen. Zur Quantifizierung solcher qualitativen
Zusammenhänge stehen verschiedene Verfahren zur Verfügung. Um die Eigenschaft des syn-
chronen Verlaufs zu erfassen, kommt in dieser Arbeit eine spezielle Methode zur Analyse von
Phasensynchronisation zum Einsatz.

5.1 Grundlagen der Synchronisation

Das Phänomen der Synchronisation geht auf den niederländischen Forscher Christiaan Huy-
gens zurück, der bereits im 17. Jahrhundert beobachtet hatte, daß sich Pendeluhren, die an
einem gemeinsamen Träger hingen, synchronisiert hatten. Der Begriff stammt aus dem Grie-
chischen und ist zusammengesetzt aus

”
syn“ (gemeinsam bzw. gleich) und

”
chronos“ (Zeit).

Weitere Erkenntnisse wurden im 19. Jahrhundert im Bereich der Akustik (W.S. Rayleigh)
und im 20. Jahrhundert bei elektronischen Generatoren und Lasern gewonnen. Für Pikovsky
u. a. 2001 [170], die eine Übersicht auch über die Geschichte der Synchronisation geben, ist die
Essenz von Synchronisation das Angleichen von Rhythmen aufgrund von Wechselwirkungen.
In neuerer Zeit waren es zunächst Arbeiten aus dem Umfeld der nicht-linearen Dynamik,
in denen Synchronisationseffekte theoretisch behandelt werden [179]. In den letzten Jahren
haben sich vor allem Forscher biologischer Systeme von einem empirischen Blickwinkel mit
der Thematik befaßt. Die Erkenntnisse über gekoppelte Oszillatoren erlangten besonders in
der Physiologie große Bedeutung [186, 203]. Das Phänomen der Synchronisation wird heute
in den verschiedensten Bereichen beschrieben, siehe z.B. [199].
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5 Statistische Abhängigkeiten zwischen Temperatur- und Niederschlagsreihen

Abbildung 5.1: Jährlicher Niederschlag (linke Ordinate) und Jahresmitteltemperatur (rechte Ordina-
te) gemessen in Taschkent (1882-1998) aufgetragen gegen die Jahre. Die gestrichelten
Linien deuten schematisch einen wellenartigen Verlauf an. Die beiden Größen schei-
nen sich in Antiphase synchron zu entwickeln. Informationen zu den Daten werden
in Kap. 5.2.1 gegeben. Die Darstellung ist entnommen aus [77].

Es ist sehr illustrativ, wie Huygens auf die Synchronisation gestoßen ist [170]. Jede Uhr hat
(je nach Kalibrierung) eine natürliche Frequenz, mit der sie von äußeren Einflüssen isoliert
tickt. Nimmt man eine zweite Uhr, so unterscheidet sich ihre Frequenz minimal von der ersten.
Stellt man zwei mechanische Uhren auf ein nicht zu starres Brett, dann kann es passieren, daß
sie synchron gehen. Die Pendel sind also in Phase, d.h. daß sie immer in die gleiche oder die
entgegengesetzte Richtung schwingen. Über das Brett findet eine schwache Wechselwirkung
statt, so daß beide Uhren ihren Rhythmus angleichen können. Dieses Phänomen der Synchro-
nisation ist in Abb. 5.2 schematisch dargestellt. Bei einer beliebig starken Koppelung ist es
uninteressant, daß beide Uhren mit gleicher Frequenz ticken. Interessant wird es, wenn sich
die natürlichen Frequenzen der Uhren nicht zu sehr unterscheiden und die Koppelung schwach
ist. Dann stimmen sich die Frequenzen von selbst, nur aufgrund der schwachen Wechselwir-
kung, gegenseitig ab. Ist der Unterschied ihrer natürlichen Frequenzen zu groß, so findet keine
Synchronisation statt. In der Regel verträgt die Synchronisation um so größere Verstimmung
(Unterschied der natürlichen Frequenzen) je stärker die Koppelung ist.

Streng genommen kann Synchronisation nur zwischen selbsterhaltenden Oszillatoren auftreten
[170]. Allgemein ist ein Oszillator ein schwingendes System mit einer oder mehreren periodi-
schen Variable(n) oder Meßgröße(n). Er ist dann selbsterhaltend, wenn er – von äußeren Ein-
wirkungen isoliert (autonom) – mit seiner natürlichen Frequenz schwingt, wozu eine (interne)
Energieversorgung nötig ist, wie z.B. die Feder einer mechanischen Uhr. Die Schwingung an
sich muß keine spezielle Form haben, entscheidend ist nur, daß der Oszillator im Phasenraum
einen Grenzzyklus aufweist, auf den sich der Oszillator nach einer Störung wieder einschwingt,
wobei die Amplitude konvergiert und die Phase (Kap. 5.1.2) frei ist und sich nach der Störung
nicht zurückstellt (Null Lyaponov-Exponent). Somit ist die Phase neutral, also weder stabil
noch labil. Das ist auch die Begründung dafür, weshalb sich Pikovsky u. a. 2001 [170] zur
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Abbildung 5.2: Schematische Darstellung der Synchronisation zweier Oszillatoren, die schwach ge-
koppelt sind. Aufgetragen ist die Frequenzdifferenz ∆fa der mit konstanter Stärke
wechselwirkenden Oszillatoren gegen die Frequenzdifferenz ∆fV der unabhängigen
Oszillatoren (Verstimmung). Für einen bestimmten Bereich der Verstimmung (Ab-
szisse) schwingen die beiden schwach gekoppelten Oszillatoren mit der gleichen Fre-
quenz (∆fa = 0), nämlich synchron (nach Abb. 1.9 in [170]).

Untersuchung von Synchronisationseffekten auf die Phase konzentrieren und die Amplitude
weitgehend außer Acht lassen. Die Amplitude und die Phase werden im (Kap. 5.1.1 bzw.
Kap. 5.1.2) eingeführt. Jedenfalls ist es die Freiheit in der Phase, die den selbsterhaltenden
Oszillatoren eine Synchronisation ermöglicht.

Gleichläufige Variationen zwischen Variablen, die ohnehin miteinander verwandt sind, gelten
nicht als Synchronisation, wie z.B. die Auslenkung und die Geschwindigkeit eines Uhrenpen-
dels. Auch zu starke Koppelung fällt nicht in den Bereich der Synchronisation, da ein System
aus zwei Oszillatoren bei starker Wechselwirkung zu einem verschmilzt.
Insgesamt sind Synchronisation und verschiedene Schwingungsphänomene schwer voneinan-
der zu trennen, was auch sehr von der begrifflichen Definition abhängt. Der Gegenstand
dieses Kapitels ist eine Form der Phasensynchronisation und ihre Untersuchung bei klimati-
schen Zeitreihen. Die Hilbert-Transformation spielt dabei eine besondere Rolle. Die folgenden
Ausführungen richten sich teilweise nach Pikovsky u. a. 2001 [170], Rosenblum u. a. 2001 [179]
oder Anishchenko u. a. 2003 [3].

5.1.1 Definition von Phasensynchronisation

Betrachtet man zwei identische, schwach gekoppelte Oszillatoren, deren Auslenkung aus der

Gleichgewichtslage gegeben ist durch x
(1,2)
t = sinφ

(1,2)
t , dann bezeichnet man sie als synchron

laufend, wenn sie, wie die Pendel von Huygens Uhren, entweder gleich oder entgegengesetzt
schwingen. Dabei haben sie entweder die Phasendifferenz Null oder die Phasendifferenz von
einem halben Umlauf. Sie bilden die naheliegendsten Fälle des allgemeinen Effekts der Phasen-
synchronisation, bei der auch andere Phasendifferenzen möglich sind [200]. Synchronisation
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kann über die Bedingung definiert werden, daß die Differenz aus den Phasen beider gekop-
pelten Oszillatoren konstant ist [3]

|nφ(1)
t −mφ

(2)
t | = const .

Die ganzzahligen Faktoren n und m sind nötig, weil es auch sein kann, daß ein Oszillator
zwei Schwingungen macht, während der andere nur eine vollzieht (n : m = 2 : 1) oder fünf
und zwei (n : m = 5 : 2) usw., siehe Abb. 5.4a). Synchronisation kann also auch über die
Beziehung der Frequenzen beider gekoppelten Oszillatoren definiert werden [3], nämlich daß
sie ein rationales Verhältnis aus den ganzen Zahlen n und m bilden

ω(2)

ω(1)
=

n

m
,

und die Frequenzen bis auf Vielfache gleich sind (vgl. Abb. 5.2). Beide Definitionen sind we-
gen ω = dφt

dt äquivalent.
Allerdings sind die Bedingungen sehr streng, und in der Praxis hat man es eher mit un-
regelmäßigen oder verrauschten Oszillatoren zu tun, weshalb die Gleichheit der Frequenzen
näherungsweise aufzufassen ist

nω
(1)
t ≈ mω(2)

t .

Um dies präziser auszudrücken, ist es sinnvoll, die mittleren Kreisfrequenzen

Ω(1,2) =

〈
d

dt
φ

(1,2)
t

〉

zu verwenden und die Bedingung für das Frequenz-Sperren wie folgt zu schreiben

nΩ(1) = mΩ(2) . (5.1)

Allerdings wird über die Zeit gemittelt, so daß dies auch zufällig ohne Koppelung auftreten
kann, z.B. bei chaotischen Oszillatoren [179]. Bei den Phasen kann aber die Zeitinformation
erhalten bleiben, und für das Phasen-Sperren gilt die Bedingung

|nφ(1)
t −mφ

(2)
t − δ| < const. , (5.2)

wobei δ eine Integrationskonstante ist. Sie stellt eine Phasenverschiebung dar, um die die
generalisierte Phasendifferenz

ϕn,m
t = nφ

(1)
t −mφ

(2)
t (5.3)

fluktuiert. Phasensynchronisation tritt also auf, wenn die Phasendifferenzen mit der Zeit in
einem gewissen Rahmen um eine feste Phasenverschiebung schwanken.
Betrachtet man die fortlaufende Phase, bei der φt um 2π erhöht oder erniedrigt wird, falls ein
kompletter Umlauf abgeschlossen ist, dann kann es sein, daß bei verrauschten Oszillatoren
Phasensprünge oder Überschläge auftreten [179]. Deshalb ist es im allgemeinen nötig, die
zyklische Phasendifferenz

ψn,m
t = ϕn,m

t mod 2π (5.4)

zu untersuchen. Zeigt die Verteilung der auftretenden Phasendifferenzen ψn,m
t eine ausge-

prägte Häufung, dann handelt es sich um Phasensynchronisation (Phasen-Sperren) im stati-
stischen Sinne. Diese Definition von Synchronisation als statistische Häufung von Phasendif-
ferenzen spielt dann eine große Rolle, wenn echte gemessene Reihen analysiert werden, die
stets mehr oder weniger ausgeprägtes Rauschen aufweisen [179].
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Abbildung 5.3: Schematische Darstellung von Synchronisation. a)+c) Verlauf je zweier Oszillatoren,
b)+d) Histogramme der entsprechenden Phasendifferenzen. a) Die beiden Schwingun-

gen x
(1)
t und x

(2)
t laufen parallel, so daß die Phasendifferenz φn,m

t = 0 in b) konstant

ist. c) Die Größen x
(1)
t und x

(2)
t laufen synchron, aber mit einer Phasenverschiebung

φn,m
t 6= 0, die wiederum in d) konstant ist.
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Abbildung 5.4: Schematische Beispiele von Synchronisation. a)+c) Verlauf je zweier Oszillatoren,
b)+d) Histogramme der entsprechenden Phasendifferenzen. a) Synchronisation mit
ungleichen Frequenzen. Während die blaue Kurve zwei Perioden vollzieht, braucht die
rote drei Perioden bis sich das Muster wiederholt (n : m = 3 : 2). b) Die zugehörige

Phasendifferenz nφ
(1)
t −mφ(2)

t ist konstant. c) Bei unregelmäßigen Oszillationen ist
die Phasensynchronisation statistisch zu verstehen. d) Die Phasendifferenz fluktuiert,
häuft sich aber und ist sogar beschränkt, Gl. (5.2) ist erfüllt.
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Abbildung 5.5: Schematische Darstellung der Phasenextraktion. a) Zu xt, dessen Phase extrahiert
werden soll, ist y(t) gesucht, so daß mittels Gl. (5.5, 5.6) und des arctan die b)
instantane Phase φt ermittelt werden kann. c) Die fortlaufenden Phase wird bei jedem
Umlauf um 2π erhöht.

Die Abbildungen 5.3 und 5.4 geben illustrative Beispiele von Synchronisation. Perfekte Syn-
chronisation ist in Abb. 5.3a) gezeigt. Dabei schwingen beide Oszillatoren parallel. Die gleiche
Situation, aber mit einer Phasenverschiebung ist in Abb. 5.3c) zu sehen. In diesem Fall sind
Berg und Berg bzw. Tal und Tal um einen festen Wert gegeneinander verschoben. Die zu-
gehörige Phasendifferenz ist in d) gezeigt. Bei der n : m-Synchronisation aus Abb. 5.4a) muß
der rote Oszillator drei Schwingungen machen, während der blaue nur zwei durchführt bis
sich das Muster wiederholt. Die entsprechenden in b) gezeigte Phasendifferenz ist konstant.
In Abb. 5.4c) ist der Verlauf zweier etwas unregelmäßiger Oszillatoren dargestellt. Auch hier
sieht man, wie Berg und Berg bzw. Tal und Tal grob zusammentreffen. Die Phasendifferenz
ist nicht konstant, sondern fluktuiert, Gl. (5.2). Das Histogramm der Phasendifferenzen in d)
ist infolgedessen etwas verbreitert.

5.1.2 Berechnung der Phase

Bisher wurde diskutiert was Synchronisation und insbesondere welches die Bedingung für
Phasensynchronisation ist. Der Begriff der Phase geht auf den harmonischen Prozeß mit
x(t) = A sin(ωt+ φ0) zurück [3]. Gemessene Reihen sind aber eher unregelmäßig. Es ist also
erforderlich zu jedem Zeitpunkt t die instantane Phase φt aus den verrauschten Meßreihen
zu extrahieren. Das ist jedoch nicht so eindeutig wie es erscheinen mag, vor allem weil es
verschiedene Definitionen der Phase gibt [73].
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Ausgehend von xt = cos θt sollen hier einige Ausdrücke dargelegt werden, die auf

zt = xt + i yt

= At ei φt = At cosφt + iAt sinφt
(5.5)

mit

tanφt = yt/xt und At =
√
x2

t + y2
t (5.6)

basieren. Abbildung 5.5 zeigt schematisch, wie yt zu einem cosinusförmigen xt mit variierender
Wellenlänge aussehen sollte. Dabei müssen xt und yt wegen tanφt = sinφt/ cosφt um π/2
gegeneinander verschoben sein. Für das Beispiel ist ferner die Phase φt dargestellt sowie ihre
fortlaufende Form. Bei diesen idealisierten Schwingungen wächst die Phase linear mit jedem
Umlauf um 2π an.

1. Lineare Phase:
Pikovsky u. a. 2001 [170] definieren die Phase anhand des Grenzzyklus’ für jeden Umlauf
proportional zum Bruchteil der Periode [73], also proportional zur Zeit

φt = φ0 +
t− t0
d
· 2π mit φt0 = φ0 .

Dabei wächst die Phase monoton entlang der Trajektorie, während die Amplitude als
transversale Abweichung vom Zyklus aufgefaßt werden kann.

2. Verzögerungskoordinaten:
Bei den Verzögerungskoordinaten [170, 179] trägt man xt−d/4 gegen xt auf und kann die
Phase

tanφt =
xt−d/4

xt

berechnen (yt → xt−d/4), wobei d/4 = 2π
ω /4 = π/(2ω). Aus Gleichung (5.6) folgt dann

für das Beispiel der cos-Funktion und mit φt ∼ t

tanφt =
cos θt−d/4

cos θt
=

sin θt

cos θt
,

und man erhält φt = θt.

3. Phasenpunkt im Phasenraum:
Im Phasenraum zeigt ein schwingendes Pendel bis zu einer gewissen Energie eine kreisförmi-
ge (ellipsenförmige) Trajektorie, weil sich Geschwindigkeit (eigentlich Impuls) und Aus-
lenkung (Ort) abwechseln. Analog der Phase in der komplexen Ebene, Gl. (5.6) mit
yt → pt, erhält man hier [179, 73]

tanφt =
pt

xt
=
mẋt

xt
.

Für das Beispiel x = cos θt ergibt sich (mit m = 1 und θ̇t = 1)

tanφt =
− sin θt

cos θt
,

so daß φt = −θt.
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4. Hilbert-Transformation:
Eine andere Möglichkeit besteht darin, die Hilbert-Transformation yt = H{xt} zu ver-
wenden. Sie wird in Kap. 5.1.3 diskutiert. Für xt = cos θt lautet sie

yt = H{cos θt} = sin θt ,

siehe unten, so daß man wie zuvor mit Gl. (5.6) tanφt = sin θt

cos θt
und φt = θt erhält. Der

Vorteil ist, daß diese Berechnung parameterfrei ist.

Die aufgeführten Phasen sollen verdeutlichen, daß es verschiedene Möglichkeiten ihrer De-
finition gibt. Sie werden für periodische Signale verwendet, die allenfalls etwas verrauscht
bzw. chaotisch sind. Klimatische Reihen weisen nach der Saisonbereinigung in der Regel kei-
ne Periodizitäten mehr auf – Synchronisation des Jahresganges ist trivial, siehe Diskussion in
Kap. 5.1.4 – sondern bestehen weitgehend aus Rauschen, wofür die meisten Phasendefinitio-
nen ungeeignet sind.
Für 1. ist die Frequenz erforderlich. Dieses Verfahren bietet sich für Herzzeitreihen an, bei
denen sich die einzelnen Herzschläge relativ einfach identifizieren lassen und somit auch die
Periode [179]. Ähnlich sieht es auch beim 2. Fall aus. Um mittels der Verzögerungskoordinaten
die instantane Phase zu bestimmen, muß man die Periode bzw. Kreisfrequenz kennen. Man
kann d aber auch variieren und so Phasen zu bestimmten Frequenzen erfassen. Es kommt
aber hinzu, daß die Trajektorien in diesen Koordinaten häufig elliptisch sind (Kap. 2.3.1),
weshalb die Phasenwerte ungleichmäßig verteilt sein können. Dieses Problem tritt auch bei
3. auf, wo es sich zwar mit einem Korrekturfaktor mω beheben läßt, aber dafür ist wiederum
ω nötig. Außerdem muß man die zeitliche Ableitung von xt numerisch berechnen. Wegen die-
ser Schwierigkeiten hat sich die Hilbert-Transformation (4.) etabliert [179, 170], die nun im
Kap. 5.1.3 diskutiert wird.

5.1.3 Hilbert-Transformation

Von den Eigenschaften der nach ihm benannten Transformation hat erstmals David Hilbert
Notiz genommen [207]. Sie stellt eine Phasendrehung um −π/2 dar, die diese Transformation
für die Extraktion der Phasen als Teil der Methode zur Analyse von Phasensynchronisation
interessant macht.
Die Hilbert-Transformation ist wie die Fourier-Transformation (Kap. 2.2.3) eine Integraltrans-
formation. Man verwendet sie in der Signalverarbeitung [75], um aus einem reellen Signal die
analytische Funktion zu erhalten, also den Imaginärteil zu gewinnen (Kap. 5.1.2).

Die Hilbert-Transformatierte y(t) der Funktion x(t) ist für alle t definiert als

y(t) =
1

π
CH

∞∫

−∞

x(τ)

t− τ dτ . (5.7)

Analog zu Gl. (2.25) wird hier die Schreibweise

y(t) = H{x(t)}
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verwendet. Offensichtlich tritt bei der Berechnung des Integrales in Gl. (5.7) ein Problem
wegen der Polstelle bei τ = t auf. Deswegen besagt

”
CH“ vor dem Integral, daß es sich um

den Cauchy-Hauptwert [24] handelt:

y(t) =
1

π
lim
ε→0

(∫ t−ε

−∞

x(τ)

t− τ dτ +

∫ ∞

t+ε

x(τ)

t− τ dτ

)
.

Das Integral wird also aufgeteilt in eines bis kurz vor die Polstelle und eines kurz nach der
Polstelle beginnend. Im Grenzwert verschwindet dann der Abstand zur Polstelle.
Zum Beispiel erhält man für x(t) = cos t mit der Substitution T = t− τ und mit cos(t−T ) =
cos t cos T + sin t sinT

∫
cos τ

t− τ dτ = −
∫

cos(t− T )

T
dT = − cos t

∫
cos T

T
dT − sin t

∫
sinT

T
dT .

Verwendet man die angepaßten Integralgrenzen, dann ergibt sich für x(t) = cos t

y(t) =
1

π
· 2 sin t · lim

ε→0

∫ ∞

ε

sinT

T
dT = sin t .

Die Hilbert-Transformation wurde wie in Abb. 5.5 veranschaulicht verwendet, um für Abb. 5.4d)
die Phasen beider Reihen zu berechnen, wo die Häufigkeit ihrer Phasendifferenzen dargestellt
ist.

Fourier-Transformation

Die Hilbert-Transformation y(t) = H{x(t)} stellt eine Faltung von 1/(πt) mit x(t) dar, vgl.
Gl. (2.28):

y(t) = H{x(t)} =
1

π
CH

∫ ∞

−∞

x(τ)

t− τ dτ =
1

πt
∗ x(t) .

Wie im Kap. 2.2.3 wird hier die Fourier-Transformation in der Weise geschrieben, daß
”
←→“

die Beziehung zwischen den Transformationspaaren in der Zeitdomäne (links, Kleinbuchsta-
ben) und der Frequenzdomäne (rechts, Großbuchstaben) symbolisiert. Verwendet man das
Faltungstheorem, Gl. (2.29),

1

πt
∗ x(t) ←→ H̃(f)X(f)

1

πt
←→ H̃(f) ,

dann stellt sich die Frage, wie der Hilbert-Operator H̃(f) in der Frequenzdomäne lautet.
Dazu kann man 1/(πt) in die Fourier-Transformation, Gl. (2.22) einsetzen, die sich mit sin
und cos ausschreiben läßt. Verwendet man die Abkürzung a = −2π f , dann kann man

H̃(f) =
1

π

∞∫

−∞

1

t
cos(at) dt+ i

1

π

∞∫

−∞

1

t
sin(at) dt
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schreiben. Mit dem 1/t-Term wird der Integrand des ersten Integrals ungerade, so daß das
cos-Integral Null ist. Mit

∫∞
0 sin(at)/tdt = sgn(a)π/2 erhält man

H̃(f) = −i sgn(f)

und somit
H{x(t)} ←→ (−i sgn(f))X(f) . (5.8)

Der Operator zur Hilbert-Transformation im Frequenzraum lautet folglich −i sgn(f).
Statt die Hilbert-Transformation gemäß Gl. (5.7) numerisch zu integrieren, ist es also auch
möglich, die FFT zu benutzen und Y (f) = −iX(f) für den physikalisch relevanten Bereich
f > 0 zu berechnen [179], um y(t) nach der Fourier-Rücktransformation zu erhalten.

Für die komplexe Funktion z(t) = x(t) + i y(t) gilt ferner

x(t) + iH{x(t)} ←→ X(f) + sgn(f)X(f) .

Die Fourier-Transformierte von z(t) ist also für negative Frequenzen Null und für positive
2 ·X(f).

−π/2 - Verschiebung

Es wurde beschrieben, daß die Hilbert-Transformation im Frequenzraum einer Multiplikation
des Frequenzspektrums, Gl. (2.24), mit

−i = e−i π/2

entspricht (für f > 0), d.h.

−iX(f) = |X(f)|eiϕ(f) · e−iπ/2 = |X(f)|ei(ϕ(f)−π/2) . (5.9)

Sie stellt also eine Verschiebung der Phasen aller Frequenzen um −π/2 dar (ϕ(f) → ϕ(f)−
π/2). Deshalb ist H{cos θt} = sin θt. Diese Drehung um eine viertel Periode ermöglicht also
die Berechnung der instantanen Phase mittels Gl. (5.6) und (5.5).

Eigenschaften

1. Linearität:
Wegen der Summen- und Konstantenregel für das Integral in Gl. (5.7) gilt die Linearität
auch für die Hilbert-Transformation:

H{a1f1(t) + a2f2(t)} = a1H{f1(t)}+ a2H{f2(t)} . (5.10)

2. Orthogonalität:
Aus der gezeigten −π/2-Verschiebung folgt die Orthogonalität einer Funktion und ihrer
Hilbert-Transformierten [104]:

lim
k→∞

1

2k

∫ k

−k
f(t) · H{f(t)}dt = 0 .

Dies ist analog der Orthogonalität zweier Vektoren zu verstehen, dessen Skalarprodukt
(Summe über das Produkt der Komponentenpaare) Null ist, wenn sie senkrecht aufein-
ander stehen.
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5.1 Grundlagen der Synchronisation

3. Mehrfache Hilbert-Transformation und Rücktransformation:
Wie beschrieben, ist die Hilbert-Transformation in der Frequenzdomäne gegeben durch
Gl. (5.8), so daß bei zweifacher Anwendung der Hilbert-Transformation

H{H{x(t)}} ←→ (−i sgn(f))(−i sgn(f))X(f)
←→ −X(f)

−x(t) ←→ −X(f)

gilt, wobei der letzte Schritt aus dem Linearitätssatz der Fourier-Transformation folgt,
Gl. (2.26). Die zweifache Hilbert-Transformation verursacht also nur ein Vorzeichen-
wechsel, was einer Verschiebung um −π gleich kommt (−π/2 · 2). Dabei werden Berge
zu Tälern und umgekehrt. Allgemein gilt

Hn{x(t)} ←→ (−i sgn(f))nX(f) .

Die vierfache Transformation (n = 4: (−i sgn(f))2(−i sgn(f))2 = 1) stellt eine Drehung
um eine ganze Periode dar (−π/2 · 4 = −2π) und man erhält die Ausgangsfunktion
(Identitätsoperator). Entsprechend bildet die dreifache Anwendung eine Rücktransfor-
mation (Drehung um −π/2 · 3 =̂ +π/2):

H4{x(t)} = x(t)
H3{H{x(t)}} = x(t)
H−1{H{x(t)}} = x(t) .

Man erkennt die Periodizität der Hilbert-Transformation, H5{x(t)} = H1{x(t)}, allge-
mein Hn{x(t)} = H (n mod 4){x(t)}.

In [104] werden neben den hier genannten Eigenschaften der Hilbert-Transformation auch
ihre Ableitung, Energie-Aspekte und andere beschrieben.

Die Hilbert-Transformation einer Funktion ist orthogonal zur ursprünglichen Funktion und
stellt eine Phasenverschiebung aller Frequenzen um eine viertel Periode (−π/2) dar. Dies
ermöglicht es, den komplexen Teil zu einer Funktion bzw. zu einem Signal zu berechnen
und somit auch die instantane Phase zu bestimmen. Man kann sie entweder numerisch inte-
grieren, Gl. (5.7), oder mittels Fourier Hin- und Rücktransformation und Multiplikation des
Frequenzspektrums mit −i, Gl. (5.9), durchführen ([179] gibt Hinweise zur Berechnung). In
beiden Fällen hat man für Zeitreihen natürlich diskrete Ausdrücke.
Obwohl sich die Hilbert-Transformation auf beliebige Signale anwenden läßt, so daß man in-
stante Phasen und Amplitudenreihen berechnen kann, sind Rosenblum u. a. 2001 [179] der
Meinung, daß sie nur dann eine klare physikalische Bedeutung haben, wenn die ursprüng-
liche Reihe eine schmale Bandbreite aufweist, also wenn die Frequenzen auf einen kleinen
Bereich eingeschränkt sind. Die Praxis zeigt jedoch, daß sich die Hilbert-Transformation als
Teil der Methode zur Analyse von Phasensynchronisation auch bei Rauschen und nicht nur
bei (quasi-) periodischen Reihen (siehe Gl. (2.17, 2.18)) anwenden läßt. Trotzdem muß man
im Hinterkopf behalten, daß dabei vorzugsweise bestimmte Oszillationen im Rauschen iden-
tifiziert werden (siehe Diskussion in Kap. 5.1.4), da das Verfahren bestimmte Schwingungen
ausfiltert.

Abschließend sei darauf hingewiesen, daß die Hilbert-Transformation von Trends (Kap. 2.2.1
und 3) beeinflußt wird. Wegen ihrer Linearität, Gl.(5.10), soll unabhängig von Rauschen ein
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Abbildung 5.6: Die Hilbert-Transformation unter dem Einfluß eines Trends. Es wurde ein Trend der
Form x(t) = 0,1t + 0,1N/2 für 0 < t < N = 1 betrachtet: a) der lineare Trend
der Stärke 0,1 (schwarz) und die Hilbert-Transformierte y(t) = H{x(t)} (blau) nach
Gl. (5.7), b) x(t) und y(t) gegeneinander aufgetragen, c) die resultierende Phase nach
Gl. (5.6).

linearer Trend der Form x(t) = at − aN/2 betrachtet werden. Berechnet man die Hilbert-
Transformation mit Gl. (5.7) analytisch, dann findet man für 0 < t < N

y(t) = H{x(t)} =
a

π

(
t ln(

t

N − t)−N +
N

2
ln(

N

t
− 1)

)
.

Dies ist in Abb. 5.6a) für einen Trend mit der Steigung a = 0,1 und der Länge N = 1
exemplarisch gezeigt. Die Form der Größen x(t), y(t) und φ(t) ist unabhängig von der Stärke
des Trends a – sie beeinflußt lediglich die Größe. In [179] (Abb. 29) wird ein gemessenes Signal
(EKG) mit Trend dargestellt, das analog zum U-förmigen Verlauf in der xy-Ebene, Abb. 5.6b),
eine epizykelartige Gestalt hat. Selbst ein konstanter Wert x(t) = b führt zu y(t) = H{x(t)} =
− ln(N/t − 1)b/π. Deshalb ist es nötig, die Reihen zur Analyse der Phasensynchronisation
zuvor zu zentrieren (〈x〉 = 0) oder einen physikalisch sinnvollen Ursprung zu wählen [179]. Die
resultierende Phase des linearen Trends ist in Abb. 5.6c) zu sehen. Es ist davon auszugehen,
daß Trends die Analyse der Phasensynchronisation verfälschen, falls die Trends in beiden
Reihen nicht identisch sind.

5.1.4 Methode zur Analyse von Phasensynchronisation

An dieser Stelle soll die Methode zur Analyse von Phasensynchronisation explizit dargelegt
werden. Die Schritte werden am Beispiel der Temperatur- und Niederschlagsreihen von Oxford
und Wien illustriert [184], siehe Abb. 5.7.

1. Schritt:
Man bildet zu beiden reellwertigen Reihen τ

(1,2)
t die komplexen Reihen z

(1,2)
t = τ

(1,2)
t +

i y
(1,2)
t , wobei y

(1,2)
t = H{τ (1,2)

t } die Hilbert-Transformierten der Reihen τ
(1,2)
t sind, siehe

Gl. (5.5) und Kap. 5.1.3.
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Abbildung 5.7: Ein typischer Ausschnitt der täglichen, saisonbereinigten Temperaturen von a) Ox-
ford und b) Wien (beginnend 1873) (aus [184]).

2. Schritt:
Extraktion der Phasen φ

(1,2)
t mittels arctan, Gl. (5.5, 5.6), Abb. 5.8b).

3. Schritt:
Kumulierung der Phasen, so daß sie fortlaufend sind und bei jedem Umlauf 2π gewinnen
(unabhängig voneinander), Abb. 5.8c).

4. Schritt:
Berechnung der Phasendifferenz ϕn,m

t = nφ
(1)
t − mφ(2)

t , Gl. (5.3), und der zyklischen
Phasendifferenz ψn,m

t = ϕn,m
t mod 2π, Gl. (5.4), Abb. 5.9.

5. Schritt:
Quantifizierung der Phasensynchronisation, also Berechnung eines Index für die stati-
stische Häufung der zyklischen Phasendifferenz (siehe unten), Abb. 5.9c).

6. Schritt:
Wiederholung der Schritte 1-5 mit um s gegeneinander verschobene Reihen τ̃

(1,2)
t :

τ̃
(1)
t = τ

(1)
t+s τ̃

(2)
t = τ

(2)
t für s ≥ 0

τ̃
(1)
t = τ

(1)
t τ̃

(2)
t = τ

(2)
t−s für s < 0

,

vgl. Abb. 5.10a).

Die ersten beiden Schritte dienen der Berechnung der instantanen Phasen. Im Prinzip kann
man als komplexen Teil yt eine beliebige Funktion wählen (z.B. yt = 0), nur hat man
dann nicht unbedingt eine sinnvolle Phase, vgl. Kap. 5.1.2. Dies ist jedoch durch die −π/2-
Verschiebung der Hilbert-Transformation gegeben. Auf diese Weise läuft die Reihe mit mehr
oder weniger Schritten unregelmäßig um den Ursprung der komplexen Ebene. Der 3. Schritt
ist eigentlich nicht unbedingt notwendig, da die sukzessiv addierten k · 2π bei der Modul-
operation von Schritt 4 ohnehin entfallen. Dennoch wird deutlich, daß die strenge Bedingung
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Abbildung 5.8: Die Schritte von einer ursprünglichen Reihe τt zu den fortlaufenden Phasen. a)
Ein Teil der saisonbereinigten Temperaturreihe von Oxford. b) Mit der Hilbert-
Transformation extrahierte (instantane) Phasenreihe φt. c) Fortlaufende Phase. Die
Pfeile zeigen die Tage, an denen ein neuer Umlauf beginnt (nach [184]).

Gl. (5.2) verletzt werden kann, aber trotzdem Phasensynchronisation vorliegt, wenn sich die
zyklische Phasendifferenz (Gl. (5.4) und Schritt 4) statistisch um eine Phasendifferenz häuft,
Abb. 5.9c). Bei ihrer Berechnung kann es passieren, daß −2π ≤ ψ ≤ 2π, wenn z.B. φ(1) = 1.7π
und φ(2) = 0.2π, dann ist ϕ = 1.5π oder ϕ = −1.5π. Wegen der Zyklizität bietet es sich also
an, 2π zu addieren, falls ϕ < 0. In klimatischen Zeitreihen wurde bisher nur n : m = 1 : 1
Synchronisation gefunden, weshalb im Folgenden n = 1 und m = 1 nicht variiert werden.
Trägt man die ψn,m

t gegen die Zeit auf, so erhält man das sogenannte Synchrogramm (vgl.
Abb. 6.5 in [170] und siehe Abb. 5.24c)). An ihm kann man Phasensynchronisation qualitativ
erkennen und auch etwas über die zeitliche Entwicklung erfahren.

Im 5. Schritt ist es erforderlich, die auftretenden zyklischen Phasendifferenzen zu quantifizie-
ren mit einem Index, der 0 ist, wenn alle Phasendifferenzen gleich häufig sind, und 1, wenn
genau eine Phase durchgehend auftritt. Dazu haben Rosenblum u. a. 2001 [179] verschiedene
Indizes vorgeschlagen:

• auf Shannon-Entropie basierend:
Hierzu wird ein Histogramm von ψt mit M Klassen erstellt, die jeweils 2π/M breit
sind. Dazu bestimmt man die Wahrscheinlichkeit pl, daß ψt in der l-ten Klasse (Bin)
des Histogramms liegt (das Histogramm ist in der Regel nicht normiert, es gilt lediglich∑
pl = 1). Aus dem Histogramm kann man dann die Shannon-Entropie

S = −
M∑

l=1

(pl ln pl) mit Smax = lnM (5.11)
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Abbildung 5.9: Gehäufte zyklische Phasendifferenz als Beleg von Phasensynchronisation. a) Fortlau-
fenden Phasen der saisonbereinigten Temperaturreihen von Oxford (durchgezogene
Linie) und Wien (gepunktete Linie), für die Jahre 1873-1992. b) Phasendifferenz ϕt.
c) Histogramm der zyklischen Phasendifferenz ψt (100 Klassen) (nach [184]).

berechnen. Es gibt verschiedene Ausdrücke für die optimale Klassenzahl eines Histo-
gramms. Für lange Klimareihen wurde typischerweise M = 100 gewählt. Der (Phasen-)
Synchronisationsindex ist dann definiert als

ρ =
Smax − S
Smax

. (5.12)

Er liegt wie gefordert im Bereich 0 ≤ ρ ≤ 1 und ist minimal für ein gleichverteiltes
Histogramm und maximal wenn alle ψt in ein Bin fallen. Da für ρ nur die Füllung der
Klassen relevant ist, und nicht die Anordnung, muß man sicherstellen, daß ein hoher
Wert tatsächlich auf eine Häufung im Histogramm zurückzuführen ist und nicht auf
viele hohe Klassen, die über den Wertebereich verteilt sind.
In der Informationstheorie wird die Shannon-Entropie [193, 194] als Maß für den Infor-
mationsgehalt betrachtet und spiegelt Zufälligkeit im Gegensatz zu Redundanz wieder
(siehe auch [57]). Anschaulich beschreibt sie die mittlere Information, die in einem Sym-
bol einer Zeichenkette enthalten ist.

• Schwerpunkt im Einheitskreis:
Der Winkel ψt beschreibt einen Punkt auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene.
Die Abszisse (Realteil) ist gegeben durch cosψt und die Ordinate (Imaginärteil) durch
sinψt, Gl. (5.5). Sind die ψt gleichmäßig über den Einheitskreis verteilt, dann sind die
Mittelwerte von Realteil und Imaginärteil jeweils gleich Null. Häufen sich die zyklischen
Phasen ψt um einen Wert, dann verschiebt sich der Schwerpunkt von dem Ursprung
weg. Man definiert also die Größe

γ =
√
〈cosψt〉2 + 〈sinψt〉2 (5.13)

als Maß für die Phasensynchronisation. Es ist 0 ≤ γ ≤ 1 für gleichverteilte ψt bzw.
nur eine auftretende zyklische Phasendifferenz. Der Vorteil von γ ist, daß man keinen
Parameter hat wie die Klassenzahl M bei ρ. Von Nachteil kann es sein, wenn sich die ψt

etwa um zwei gegenüberliegende Winkel häufen, also z.B. 0 und π. In diesem Fall wird
sich der Schwerpunkt nicht sehr vom Ursprung unterscheiden. Man muß also aufpassen,
daß man die Synchronisation in einem solchen Fall nicht übersieht. Hier hat γ nichts
mit dem Korrelationsexponenten aus Kap. 2 zu tun.
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Abbildung 5.10: Phasensynchronisation unter Verschiebung der Reihen. a) Abhängigkeit des Syn-
chronisationsindex ρ(s) vom Verschiebungsintervall s zwischen den Reihen von Ox-
ford und Wien. Negatives s bedeutet, daß die Reihe von Wien mit der um einen Tag
in die Vergangenheit verschobenen Reihe von Oxford verglichen wird. Die verblei-
benden Randwerte können nicht berücksichtigt werden. Die Histogramme der ψt zu
den in a) gekennzeichneten ρ(s)-Werten sind gezeigt für b) s = −1 und b) s = 20.
Man beachte, daß die Reihen für Abb. 5.9c) nicht verschoben wurden (s = 0) (nach
[184]).

• Stroboskop-Ansatz:
Bei diesem Index handelt es sich um eine Mischung aus den beiden Vorhergehenden.
Man betrachtet die Phase φ(2), die auftritt, wenn die andere Phase φ(1) eine Bedingung
erfüllt, also in eine bestimmte Klasse fällt. Dann quantifiziert man diese bedingten
Phasen ähnlich γ und mittelt über die Werte aller Klassen (Bedingungen) und erhält λ
[203]. Dieser Index wird in [179] ausführlicher beschrieben und soll besonders empfindlich
sein.

• Trägheitsmoment:
Kantelhardt 2003 [108] schlägt vor, den Schwerpunkt des Histogramms der ψt (vgl. ρ)
zu suchen, und unter Berücksichtigung der Zyklizität das Trägheitsmoment des Hi-
stogramms um diesen Wert als Achse zu berechnen und geeignet zu normieren. Das
Trägheitsmoment ist Null, wenn nur eine zyklische Phasendifferenz auftritt und ma-
ximal, wenn die ψt gleichverteilt sind. Voraussetzung für dieses Maß ist, daß nur eine
Häufung im Histogramm von ψt auftreten darf. Dieser Index lautet κ in Abb. 5.15.

Den 6. Schritt habe ich erstmals in [184] vorgeschlagen. Dabei war auch die Untersuchung
von Phasensynchronisation in klimatischen nicht periodische Reihen neu. Da das Verfahren
im 6. Schritt für verschiedene s wiederholt wird, sind die Indizes Funktionen der Verschie-
bungsskala s: ρ→ ρ(s), γ → γ(s) usw.

Fallbeispiel

Es wird die Analyse von Phasensynchronisation an den Temperatur- und Niederschlagsreihen
von Oxford und Wien demonstriert [184]. Die Meßstationen liegen weit genug voneinander
entfernt (1320 km), um nicht triviale Ergebnisse zu liefern, aber wie sich zeigt, auch noch dicht
genug beieinander damit die Klimata miteinander interagieren können. Um ausschließlich die
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Abbildung 5.11: Synchronisationsindex ρ als Funktion des Verschiebungsintervalls s für verschiedene
Paare von Reihen. a) Niederschlag in Oxford und Wien (1873-1989), wobei bei nega-
tiven s-Werten der Anfang der Reihe von Wien und das Ende der Reihe von Oxford
wegfällt. Synchronisationsindex ρ(s) für Temperatur und Niederschlag gemessen in
b) Oxford (1873-1992) und c) Wien (1873-1989) (aus [184]).

Fluktuationen zu analysieren, wurde der Jahresgang der Reihen subtrahiert, Gl. (2.1). Die
Temperaturwerte der ersten 100 Tage sind für beide Stationen in Abb. 5.7 gezeigt.
Obwohl sich eine gewisse Ähnlichkeit erahnen läßt, stellt sich die Frage, wie man sie quanti-
fizieren kann. Eine Möglichkeit ist der Kreuzkorrelations-Ansatz (siehe Gl. (5.14, 5.15) und
Gl. (2.30) in Kap. 2.2.3). In [184] wurde vorgeschlagen, daß die Analyse von Phasensynchroni-
sation komplementäre Information deutlich machen kann, weil nur die Phasen berücksichtigt
werden.

Die Abbildungen 5.8 und 5.9 illustrieren beispielhaft die Schritte des Verfahrens. In Abbil-
dung 5.8a) ist wieder ein Ausschnitt der Temperaturreihe von Oxford gezeigt. Die entspre-
chenden Phasen φt, Abb. 5.8b), wurden mittels der Hilbert-Transformation ermittelt (Schrit-
te 1+2). Abbildung 5.8c) stellt die fortlaufenden Phasen dar, die nach jedem Umlauf 2π
gewinnen. In Abbildung 5.9a) sind die fortlaufenden Phasen für beide Reihen in voller Länge
gezeigt (3. Schritt), während in 5.9b) die Phasendifferenzen ϕt abgebildet sind (4. Schritt). Das
entsprechende Histogramm der zyklischen Phasendifferenzen ψt (5. Schritt) ist in Abb. 5.9c)
aufgetragen. Es ist eine deutliche Häufung der zyklischen Phasendifferenzen in dem Histo-
gramm zu erkennen. Der Synchronisationsindex (5. Schritt), Gl. (5.12+5.11), auf Basis der
Shannon-Entropie liefert den Wert ρ = 0,0242. Er kann nicht durch eine andere Wahl von
n : m als 1 : 1 erhöht werden. In diesem Abschnitt wird ausschließlich dieser Index ρ verwen-
det.

Um etwas über die Signifikanz des Ergebnisses zu erfahren, wird im 6. Schritt die Verzögerungs-
Phasensynchronisation untersucht, also ein Verschiebungstest, bei dem die Reihen um ein
gewähltes Intervall von s Tagen gegeneinander verschoben werden. Die ungepaarten Werte
an den Enden werden bei diesem Vorgang ignoriert.
In Abbildung 5.10a) sind die Ergebnisse ρ(s) unter der beschriebenen Verschiebung dargestellt
(6. Schritt). Für s-Werte, die viel größer oder kleiner als 0 sind, fällt der Synchronisationsin-
dex rapide ab. Das Histogramm für eine Verschiebung um +20 Tage, wobei ρ(20) = 0,0011,
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ist in Abb. 5.10c) dargestellt. Die ρ(s)-Abhängigkeit zeigt auch, daß der nicht verschobene
Fall nicht der besten Phasensynchronisation entspricht. Ein höherer Synchronisationsindex
(ρ = 0,0315) wird bei einer Verschiebung von s = −1 Tagen erreicht – Abb. 5.10b) zeigt das
entsprechende Histogramm. Die Häufung ist geringfügig schärfer und höher als in Abb. 5.9c).
Dieses Ergebnis ist plausibel, denn schließlich erreichen die Fluktuationen, die in diesen Brei-
ten verstärkt durch Westwinde verursacht werden, zuerst Oxford und dann mit ca. einem Tag
Verspätung Wien.

Für Niederschlagsreihen sind die Ergebnisse weniger ausgeprägt. In Abbildung 5.11a) ist die
ρ(s)-Abhängigkeit für die Niederschlagsreihen von Oxford und Wien gezeigt. Hier wird die
Rolle der Zeitskala klar. Auch wenn die Reihen weit gegeneinander verschoben sind, werden
relativ hohe ρ-Werte im Bereich von 0,004 erreicht. Die Spitze ist aber trotzdem signifikant
höher. Dieser starke Hintergrund ist möglicherweise auf die großen Fluktuationen der Nie-
derschlagsreihen zurückzuführen. Sie zeigen eine spitzenartige Struktur, die mit der Hilbert-
Transformation zu vielen Überschlägen und Phasen kurzer Dauer führen. In der Tat bestehen
diese Reihen abgesehen von langen Zyklen aus sehr vielen Perioden der Länge drei bis vier Ta-
ge (gezeigt in Abb. 5.12b)). Wahrscheinlich ist die relative gute Übereinstimmung der verscho-
benen Reihen aber auf den abgezogenen Jahresgang zurückzuführen, der sich bei trockenen
Tagen bemerkbar macht (vgl. Diskussion am Ende dieses Abschnittes). Nichtsdestotrotz zeigt
sich eine dominante Spitze in der ρ(s)-Darstellung, wobei die maximale Phasensynchronisati-
on mit ρ = 0,0072 bei einer Verschiebung der Reihen um −2 Tage erreicht wird. Man beachte,
daß dieser Wert um einen Faktor 4 kleiner ist als der für die Temperaturreihen.

Phasensynchronisation zeigt sich auch zwischen den Temperatur- und Niederschlagsreihen ei-
nes Ortes. In Oxford sind sie nur sehr schwach phasensynchronisiert (Abb. 5.11b)), mit einer
kleinen Spitze der Höhe ρ = 0,0009. In Wien (Abb. 5.11c)) ist die Spitze sechs mal größer. In
beiden Fällen wird das Maximum bei einer Verschiebung von +1 Tag erreicht, d.h. sie sind bes-
ser phasensynchronisiert, wenn die Temperaturreihe einen Tag gegenüber der Niederschlags-
reihe voraus ist. Im Vergleich zur Analyse zweier Niederschlagsreihen, Abb. 5.11a), ist die
Phasensynchronisation vermutlich aufgrund der unterschiedlichen Struktur von Temperatur-
und Niederschlagsreihen geringer.

Die Tatsache, daß beste Phasensynchronisation zwischen den Temperaturreihen von Oxford
und Wien bei einer Verschiebung um einen Tag auftritt, verdeutlicht die statistische Verzöge-
rung zwischen den Wetterzyklen an beiden Orten. Diese Schlußfolgerung wird unterstützt
durch das Ergebnis der Niederschlagsreihen, wo ein maximaler Index ρ bei einer Verschie-
bung um zwei Tage auftritt. Wahrscheinlich beträgt die tatsächliche Verzögerung ungefähr
1,5 Tage, was wegen der niedrigen Abtastrate (vgl. Kap. 2.2.3) von einem Tag nicht genauer
bestimmt werden kann. Andererseits geht laut Abb. 5.11b)+c) ein Wetterwechsel des Nieder-
schlags einem Temperaturumschwung voraus.

Wellenlängen

Üblicherweise wird die Fourier-Transformation (Spektralanalyse) verwendet, um dominan-
te globale Frequenzen oder Wellenlängen in einer betrachteten Meßreihe zu finden. Dabei
kann aber keine direkte Information über Zyklen variabler Wellenlänge gewonnen werden, da
die Fourier-Transformation nur globale Wellen in einer Reihe detektiert. In [184] haben wir
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Abbildung 5.12: Histogramme der Wellenlängen für a) die Temperatur- und b) die Niederschlagsrei-
hen von Oxford. Die Werte dj wurden bestimmt mittels Zählung der Tage, die für
jeweils einen kompletten Umlauf der Phase gebraucht werden (aus [184]).

vorgeschlagen, die instantanen Phasen (gewonnen mittels Hilbert-Transformation) zu verwen-
den, um die lokalen Wellenlängen in einer Reihe zu messen. Genauer gesagt werden die Tage
gezählt, die in der komplexen τt, yt-Ebene für einen Umlauf gebraucht werden, also wie viele
Tage gebraucht werden, bis die Phase Stufen von 2π überschreitet. Von diesen Wellenlängen
dj kann man dann ein Histogramm erstellen.

Für die Temperatur- und Niederschlagsreihen von Oxford sind diese Histogramme in Abb. 5.12
gezeigt. Im Fall der Temperatur (Abb. 5.12a)), sind die Wellenlängen über einen weiten Be-
reich von 2 bis ca. 90 Tage verteilt, wobei die meisten 5 bis 10 Tage lang sind. Im Gegensatz
dazu, besteht die Niederschlagsreihe (Abb. 5.12b)) aus sehr viel mehr Fluktuationen kurz-
er Dauer. Die Wellenlänge d = 3 Tage tritt hier 274 mal auf, dagegen nur 84 mal bei der
Temperaturreihe. Unterdessen beträgt die größte Wellenlänge in der Niederschlagsreihe nur
etwa 50 Tage (logarithmische Skalierung in Abb. 5.12). Man beachte, daß die betrachteten
Zyklen nicht periodisch sind, sondern zufällige Wellenlängen haben und auch innerhalb eines
Umlaufs unregelmäßig sind. Die Unterschiede der diskutierten Histogramme lassen sich mit
den Langzeitkorrelationen der Temperaturreihen (Kap. 2+3.1) und den schwachen Autokor-
relationen der Niederschlagsreihen (Kap. 4.3) verstehen. Für die Temperaturreihe von Oxford
gibt Eichner 2002 [58] α = 0,63 an, während für die Niederschlagsreihe nur α = 0,55 gefunden
wird [181]. Wie im Kap. 2 ausgeführt wurde, enthalten langzeitkorrelierte Reihen mehr lang
anhaltende Fluktuationen als unkorrelierte oder kurzzeitkorrelierte Reihen.
Um diesen Effekt unterschiedlicher Wellenlängen, der sich wahrscheinlich mit den Autokor-
relationen in Verbindung bringen läßt, besser zu verstehen, wären Untersuchenungen mit
künstlichen Reihen nötig.
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Abbildung 5.13: Ein Beispiel zum Vergleich der Analyse von a) Phasensynchronisation und b) mit-
tels Kreuzkovarianzfunktion. Die Methoden wurden auf die Niederschlagsreihen von
Urumchi (Ürümqi) in China und Pusan in Südkorea angewendet (tägliche Auflösung
1951-1990, Entfernung 6 087km). Negative Verschiebung bedeutet, daß die Daten
von Pusan mit früheren Daten von Urumchi verglichen werden (nach [184]).

Diskussion

Es ist naheliegend, die beschriebene Methode zur Untersuchung von Phasensynchronisation
mit der klassischen Kreuzkorrelationsfunktion (siehe z.B. [222]) zu vergleichen.

Analog zu Gl. (2.3) wird für zwei Reihen τi und υi (upsilon) mit 〈τi〉 = 0, 〈υi〉 = 0 die
Kreuzkovarianzfunktion

CV
×(s) = 〈τiυi+s〉 =

1

N − s

{ ∑N−s
i=1 τiυi+s für s ≥ 0∑N
i=1+s τi−sυi für s < 0

(5.14)

definiert. Ferner ist die Kreuzkorrelationsfunktion mit den Standardabweichungen σ0,τ , σ0,υ

gegeben durch

C×(s) =
CV
×(s)

σ0,τ · σ0,υ
=

〈τiυi+s〉
〈τ2

i 〉1/2〈υ2
i 〉1/2

. (5.15)

Für τi = υi geht die Kreuzkorrelationsfunktion konsistent über in die Autokorrelationsfunkti-
on, Gl. (2.3). Wie die Autokorrelationsfunktion kann auch die Kreuzkorrelationsfunktion für
den Fall von Antikorrelationen negative Werte annehmen. Es sei ferner angemerkt, daß die
Kreuzkorrelationsfunktion im Gegensatz zur Autokorrelationsfunktion nicht invariant unter
Zeitumkehr ist (siehe unten).
Während bei der Phasensynchronisation die Amplituden, At in Gl. (5.6), gänzlich außer Acht
gelassen werden und man nur die Phasen betrachtet, sind bei der Kreuzkorrelation beide
Größen überlagert. In den folgenden beiden Beispielen wurden signifikantere Ergebnisse bei
der Phasensynchronisation gefunden als bei der Kreuzkorrelationsfunktion.
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Abbildung 5.14: Vergleich der Analyseergebnisse von a) Phasensynchronisation und mittels b) Kreuz-
kovarianzfunktion. Wieder werden die täglichen Temperaturreihen von Oxford und
Wien (1872-1992) analysiert, aber hier wird der Jahresgang zuvor nicht abgezogen,
sondern jeweils nur der globale Mittelwert beider Reihen. Für positive s ist die Reihe
von Oxford voraus. Man beachte, daß a) analog ist zu Fig. 5.10a) (nach [184]).

In Abbildung 5.13 wird die Analyse der Phasensynchronisation unter Verschiebung mit der
Kreuzkovarianzfunktion von zwei Niederschlagsreihen in Asien verglichen. Der Phasensyn-
chronisationsindex zeigt eine deutliche Spitze mit einem Maximum bei −3 Tagen, während
bei der Kreuzkovarianzfunktion nur starkes Hintergrundrauschen zu sehen ist, in dem sich ei-
ne Spitze nur erahnen läßt. Ein anderer Vorteil der Untersuchung von Phasensynchronisation
wird in Abb. 5.14 veranschaulicht. Darin werden die Ergebnisse der Phasensynchronisation
mit denen der Kreuzkovarianz verglichen, wobei hier der Jahresgang nicht abgezogen wurde,
weshalb die Reihen ihre vollen saisonalen Abhängigkeiten behalten, vgl. Abb. 2.2. Die Rei-
hen wurden lediglich zentriert, mittels Subtraktion des Mittelwertes. Man kann sehen daß
der Synchronisationsindex einen fast konstanten Untergrund mit ρ ≈ 0,19 aufweist, während
sich der Jahresgang in der Kreuzkovarianzfunktion erwartungsgemäß sehr stark widerspiegelt,
schließlich sind Sommer und Sommer bzw. Winter und Winter sehr stark miteinander kor-
reliert (Cx > 0) und umgekehrt Sommer und Winter stark antikorreliert (Cx < 0). Deshalb
ist die Spitze (ρ = 0,25) im Vergleich zum Untergrund, Abb. 5.14a), deutlich signifikanter als
bei der Kreuzkovarianzfunktion, Abb. 5.14b). Der hohe Wert des konstanten Hintergrundes
bei der Phasensynchronisation wird von dem Jahresgang verursacht, fast ohne von der Ver-
schiebung beeinflußt zu werden. Es handelt sich also um eine Überlagerung (vgl. Linearität
der Hilbert-Transformation Gl. (5.10)) und die Spitze in Abb. 5.14a) ist hauptsächlich auf die
Phasensynchronisation der unregelmäßigen Fluktuationen als Abweichungen vom Jahresgang
zurückzuführen. Es liegen also zwei Arten von Phasensynchronisation vor. Zum einen die tri-
viale des Jahresganges und zum anderen die charakteristische der spezifischen Fluktuationen.

Synchronisation in der Atmosphäre spielt eine wichtige Rolle in der Klimatologie. Zum Bei-
spiel wurden mit einem globalen atmosphärischen Zirkulationsmodell Tests durchgeführt, die
eine vollständige Synchronisation beider Hemisphären zeigten [133]. Aber was bedeutet Pha-
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sensynchronisation in klimatischen Meßreihen? Für die Temperatur z.B. repräsentiert eine
komplette warme Epoche, die von einer kalten gefolgt wird, einen Zyklus hinsichtlich der
Phasen. Im Fall von Synchronisation tritt an einem anderen Ort statistisch ein ähnlicher
Zyklus auf – evtl. mit einer Verzögerung. Dabei haben die Amplituden (Ausprägung) dieser
Epochen keinen Einfluß auf die Untersuchung der Phasensynchronisation. Dies steht im Ge-
gensatz zur Kreuzkorrelation, wo die Amplituden eine wesentliche Rolle spielen.
Deshalb kann die Methode zur Untersuchung von Phasensynchronisation nützlich sein, wenn
die Wechselwirkung zwischen zwei Reihen aus verschiedenen klimatischen Gegebenheiten ana-
lysiert werden soll, z.B. bei maritimem Klima wo die Fluktuationen schwächer ausgeprägt sind
als bei kontinentalem Klima.

Analog zur Autokorrelationsfunktion kann man auch das Abfallen der Kreuzkorrelationsfunk-
tion, Gl. (5.14, 5.15), sowie der verschiedenen Phasensynchronisations-Indizes untersuchen.
Für Abbildung 5.15 wurden zwei langzeitkorrelierte Reihen mit αa = 0,6 und αb = 0,9 er-
zeugt. Im Prinzip wären sie voneinander unabhängig. Um aber Phasensynchronisation und
Kreuzkorrelationen untersuchen zu können, wurden beide Reihen mit dem gleichen Startwert
(Saat) erzeugt. Theoretisch sind sie dann mit C× ∼ sγ× (γ× = 2 − 2α× = 0,5; hypothetisch
α× = (αa + αb)/2 = 0,75) langzeitkreuzkorreliert. Bei den in dieser Arbeit untersuchten er-
zeugten zufälligen Reihen handelt es sich immer um Pseudozufallszahlen. Zufällig sind sie
deshalb, weil sie unvorhersehbar sind.

”
Pseudo“ wird vorangestellt, weil man stets die selbe

Reihe erhält, wenn man den selben Startwert verwendet.

In Abbildung 5.15a) ist das Abfallen der verschiedenen Größen für das Beispiel der Zufallszah-
len gezeigt und zwar in doppelt-logarithmischer Darstellung. Sie sind gegen |s| aufgetragen,
da keine spezielle Verzögerung zu erwarten ist. Es liegen also jeweils die Kurven für s < 0
und s > 0 übereinander. Zunächst ist zu erkennen, daß in allen Fällen eine ähnliche Struktur
auftritt (es handelt sich nur um eine Realisation und die Ergebnisse wurden nicht gebinnt).
Alle Indizes und die geschätzte Kreuzkorrelationsfunktion zeigen zumindest bei kleinen |s|
eine ähnliche Steigung, die nahe an dem theoretischen Wert γ× = 0,5 liegen. Eine Ausnahme
stellt der auf der Shannon-Entropie basierende Index ρ(s) dar, der mit s−2γ× abfällt.
Ferner nimmt bei ρ(s) und λ(s) (Stroboskop-Ansatz) der Exponent bei großen |s| ab –
sie gehen vermutlich in Rauschen über. ρ(s) hat insgesamt die niedrigsten Werte von al-
len, was man auch an der Stelle s = 0 sieht: C×(0) = 0,840; κ(0) = 0,769; λ(0) = 0,727;
γ(0) = 0,726 und ρ(0) = 0,148. Um die Vor- und Nachteile der einzelnen Indizes und den
Bezug zur Kreuzkovarianzfunktion besser zu verstehen, bedarf es systematischer Untersu-
chungen, die bisher noch nicht durchgeführt werden konnten. In den folgenden Abschnitten
wird ρmax = maxs(ρ(s)) als Maß für die Phasensynchronisation verwendet (in den meisten
Fällen gilt ρmax = ρ(0)).

Daß sich die zyklischen Phasendifferenzen ψt um einen bestimmten Wert häufen können, wur-
de bereits in Abbildung 5.9c) gezeigt. Zur Berechnung des Index κ(s) als Trägheitsmoment
des Histogramms von ψt um den Schwerpunkt, ist es erforderlich einen solchen zu bestim-
men. Er ist gleichzusetzen mit der Position der Häufung. In Abbildung 5.15b) ist die Position
des Schwerpunktes gegen s aufgetragen. Wie man erkennen kann, fluktuiert die Position
der Anhäufung der zyklischen Phasendifferenz ψt bei diesem Idealfall der beiden künstlichen
Reihen um −π/4 für s < 0 und π/4 für s > 0. Für s = 0 häufen sich die ψt um 0. Dieser Sach-
verhalt ist noch nicht genau verstanden, kann aber wahrscheinlich auf die −π/2-Verschiebung
der Hilbert-Transformation zurückgeführt werden.
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Abbildung 5.15: Vergleich der Analyseergebnisse von Phasensynchronisation in Form verschiedener
Indizes und der Kreuzkorrelation anhand künstlicher Reihen. Dazu wurden mit glei-
chem Startwert (Seed) zwei normalverteilte langzeitkorrelierte Reihen mit α = 0,6
und α = 0,9 erzeugt (Längen N = 32 768). In a) sind die erwähnten Indizes der
Phasensynchronisation (S. 126) sowie die Kreuzkorrelationsfunktion gegen den Be-
trag der Verschiebungsskala |s| aufgetragen. Dabei entspricht die Anordnung in der
Legende der Reihenfolge in dem Teilbild. Die maximalen Werte bei s = 0 lauten:
λ = 0,727; κ = 0,769; γ = 0,726; C× = 0,840 und ρ = 0,148. Die Steigungen
der durchgezogenen Linien lauten 0,5 (oben) und 1 (unten). In b) ist der Schwer-
punkt der zyklischen Phasendifferenz ψt, vgl. Abb. 5.9c), gegen die Verschiebung
s aufgetragen. Die Position, um den sich die ψt häufen, ist zur Berechnung des
Trägheitmoments (Index κ) erforderlich.

Im Gegensatz zur Kreuzkorrelationsfunktion sind die Werte der Phasensynchronisation auf
positive Werte beschränkt (0 < PS-Index < 1). Es gibt also keine

”
Antisynchronisation“

(vgl. Antiphase in Abb. 5.1), allenfalls sind zwei Reihen nicht synchronisiert (gleichverteilte
ψt, keine Häufung). Entgegengesetztes Verhalten zweier Reihen äußert sich lediglich in einer
anderen Phasenverschiebung. Welchen Betrag sie hat, läßt sich an den Histogrammen der Art
von Abb. 5.9c) oder an Abb. 5.15b) erkennen.

Wie gesagt ist die Kreuzkorrelationsfunktion im Gegensatz zur Autokorrelationsfunktion nicht
invariant unter Zeitumkehr [222]. Während man die Autokorrelationsfunktion auf positive
Skalen beschränken kann (C(−s) = C(s), da 〈τi−sτi〉 = 〈τiτi+s〉), unterscheiden sich die
Werte der Kreuzkorrelationsfunktion für positive und negative s-Werte (C×(−s) 6= C×(s), da
i.A. 〈τi−sυi〉 = 〈τiυi+s〉 6= 〈τi+sυi〉).
Die Asymmetrie der Kreuzkorrelationsfunktion kann mit einem einfachen Beispiel verdeutlicht
werden, das mit [59] erdacht wurde. Dazu sollen zunächst zwei Reihen als Vektoren aufgefaßt
werden, und zwar als Spaltenvektor ~a| und Zeilenvektor ~b−.

Deren Produkt bildet im normierten Fall die Kreuzkorrelationsmatrix Ĉ:

~a| ·~b− = Ĉ .
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Abbildung 5.16: Beispiel einer asymmetrischen Kreuzkorrelationsfunktion C×(s). a) unkorrelierte
Ausgangsreihe ai, gaußverteilt, N = 65 536, b) mit den Gl. (5.16) und (5.17) ge-
nerierte Reihe bi. c) Fluktuationsfunktionen der DFA zweiter Ordnung von den
Reihen ai und bi. Die gestrichelten Geraden haben die Steigungen 0,9 und 0,5.
d) Kreuzkorrelationsfunktion C×(s) der Reihen aus a) und b). e) positiver Teil der
Kreuzkorrelationsfunktion aus d). Die durchgezogene Gerade hat die Steigung −0,6.
Es ist zu erkennen, daß die Kreuzkorrelationsfunktion einseitig mit dem vorgegebe-
nen Kreuzkorrelationsexponenten γ× abfällt. Für s < 0 ist sie Null.

Multipliziert man von links mit dem Vektor ~a als Zeilenvektor, dann erhält man

~a− · ~a| ·~b− = ~a− · Ĉ
~b− =

1

a2
· ~a− · Ĉ ,

oder ausgeschrieben

bj =
1

a2

∑

i

aiCij . (5.16)

Unter der Voraussetzung, daß die Reihe ai unkorreliert ist, läßt sich zu ai eine zweite Reihe
bj erzeugen, so daß die beiden Reihen eine vorgegebene Kreuzkorrelationsmatrix Cij besitzen.
Hierfür kann man eine einseitige Kreuzkorrelationsfunktion wählen:

Ci,j =





0 für i− j < 0
c1 für i− j = 0
c2(i− j)−γ× für i− j > 0 ,

(5.17)

136



5.2 Temperatur und Niederschlag zentralasiatischer Standorte

wobei γ× der Kreuzkorrelationsexponent ist und c1 > c2 Konstanten sind. In Abbildung 5.16a)
ist eine unkorrelierte Reihe ai gezeigt. Die mit diesem Verfahren berechnete Reihe bi ist in
Abb. 5.16b) dargestellt, wobei γ× = 0,6 gesetzt wurde. Wegen der relativ groß gewählten
Konstanten c1, c2 sind sich beide Reihen sehr ähnlich. Die Fluktuationsfunktionen der DFA2
sind in Abb. 5.16c) eingezeichnet. Wie erwartet hat die unkorrelierte Reihe ai einen Fluktua-
tionsexponenten um 0,5. Die generierte Reihe bi hat einen Fluktuationsexponenten, der nähe-
rungsweise 0,9 ist. Dies läßt sich mit dem vorgegebenen Kreuzkorrelationsexponent γ× = 0,6
verstehen. Ein zugehöriger Fluktuationsexponent wäre α× = 1−γ×/2 = 0,7. Da der Exponent
der Kreuzkorrelationen theoretisch der Mittelwert aus den Exponenten der Autokorrelationen
ist, muß αb = 2α× − αa = 0,9 sein. Die Berechnung nach Gl. (5.16) stellt also außerdem eine
nicht auf der Fourier-Transformation basierende Methode dar, langzeitkorrelierte Reihen zu
erzeugen.
Abbildung 5.16d) zeigt die berechnete Kreuzkorrelationsfunktion beider Reihen. Nach Vorga-
be ist die Kreuzkorrelationsfunktion für negative Skalen Null. Für s > 0 fallen sie potenzge-
setzartig mit dem Exponenten γ× = 0,6 (bzw. α× = 0,7) ab, Abb. 5.16e). Würde man eine
der Reihen zeitlich umdrehen, dann bekäme man auch in Abb. 5.16d) ein gespiegeltes Ergeb-
nis. An diesem Beispiel wird also deutlich, daß die Korrelationen zwischen zwei Reihen nur
in eine Richtung wirken können. Dieser Effekt tritt in ähnlicher Form zwischen Niederschlag
und Abfluß auf.

5.2 Temperatur und Niederschlag zentralasiatischer Standorte

Mit der Methode zur Untersuchung von Phasensynchronisation werden die Temperatur-
und Niederschlagsreihen von sieben zentralasiatischen Klimastationen untersucht. Wie durch
Abb. 5.1 motiviert, stellt sich auch bei diesem ausgedehnten Gebiet die Frage nach einer
gleichförmigen bzw. entgegengesetzt gleichförmigen Entwicklung von klimatischen Meßrei-
hen. Dabei wird nicht nur die Phasensynchronisation zwischen Temperatur oder Niederschlag
untersucht, sondern auch zwischen den beiden Klimaelementen an einem Standort. In die-
sem Zusammenhang kommt die Frage nach den Stationen auf, deren Reihen unabhängig von
ihrer Entfernung untereinander einen besonders ähnlichen oder unähnlichen Kurvenverlauf
aufweisen. Mit der in Kap. 5.1.4 vorgestellten Methode kann ergänzende Information erlangt
werden, die speziell die Synchronisation in den Phasen betrifft.

5.2.1 Datengrundlage

Es wurden die monatlichen Temperatur- und Niederschlagsreihen der in Tab. 5.1 angegebe-
nen Stationen berücksichtigt. Die Datenreihen wurden freundlicherweise von Prof. Ernst Giese
(Justus-Liebig-Universität Gießen, Zentrum für internationale Entwicklungs- und Umweltfor-
schung) im Zusammenhang mit einem durch die Volkswagen-Stiftung geförderten Forschungs-
projekt im Rahmen der Förderinitiative

”
Mittelasien / Kaukasus im Focus der Wissenschaft“

bereitgestellt. Nähere Informationen zu den Reihen finden sich in [77]; die Entfernungen zwi-
schen den Stationen sind in Tab. 5.2 angegeben. Ferner sind die abgedeckten Zeitspannen
in Tab. 5.3 aufgeführt. Zur Datenaufbereitung wurden alle Reihen von ihrem Jahresgang im
Mittelwert befreit, Gl. (2.1), auch wenn dies für die Untersuchung auf Phasensynchronisation
nicht unbedingt erforderlich ist (vgl. die Diskussion in Kap. 5.1.4). Die Temperaturreihen von
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Abbildung 5.17: Standorte ausgewählter Klimastationen in Zentralasien (Darstellung entnommen
aus [77]). Für die Untersuchung von Phasensynchronisation wurden die Temperatur-
und Niederschlagsreihen von Kazalinsk, Taschkent, Bischkek, Almaty, Bajtyk, Ka-
rakol und Naryn ausgewählt. Der Umriß des Aral-Sees ist nicht aktuell.

Karakol und Bajtyk wurden auch schon in Kap. 3.2 analysiert. Im Folgenden einige Informa-
tionen zu den Standorten der Stationen (aus [77]):

• Kazalinsk:
Zentrale, tiefländische, besonders aride Beckenlage im Mündungsbereich des Syr-darja
in den Aral-See, liegt mehr als zwei Breitengrade nördlicher als die anderen Stationen,
verhältnismäßig tief gelegen

• Taschkent:
Gebirgsrandlage des Tian-Shan, westliches Gebirgsvorland

• Bischkek:
Gebirgsrandlage (Nordabdachung) des Tian-Shan, Gebirgsfußfläche

• Almaty:
Gebirgsrandlage (Nordabdachung) des Tian-Shan, Gebirgsfußfläche

• Bajtyk:
Nördlicher Tian-Shan, Tal des Ala-Arča, 20 km südlich von Bischkek, aber über 400 m
höher gelegen

• Karakol:
Intramontane Beckenlage, östlicher Beckenrand des Issyk-Kul, relativ hoch gelegen

• Naryn:
Intramontane Tallage, zentraler Tian-Shan, mittleres Naryn-Tal, relativ hoch gelegen
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geogr. geogr. Höhe
Ort Länge (O) Breite (N) üNN

Almaty 77,0 43,3 852
Bajtyk 74,5 42,7 1180
Bischkek 74,6 42,9 712
Karakol 78,4 42,5 1761
Kazalinsk 62,1 45,8 57
Naryn 76,0 41,4 2041
Taschkent 69,3 41,3 460

Tabelle 5.1: Positionen der zentralasiatischen Stationen, deren Temperatur- und Niederschlagsreihen
(in monatlicher Auflösung) untersucht wurden. Die Entfernungen zwischen den Stationen
finden sich in Tab. 5.2. Die Längen der Reihen sind in Tab. 5.3 aufgeführt.

Entfernung [km] Almaty Bajtyk Bischkek Karakol Kazalinsk Naryn Taschkent

Almaty 207 195 146 1208 217 669

Bajtyk 207 20 320 1042 191 461

Bischkek 195 20 314 1042 200 475

Karakol 146 320 314 1348 230 768

Kazalinsk 1208 1042 1042 1348 1216 758

Naryn 217 191 200 230 1216 563

Taschkent 669 461 475 768 758 563

Tabelle 5.2: Entfernungen in Kilometern zwischen den zentralasiatischen Meßstationen, deren
Temperatur- und Niederschlagsreihen untersucht wurden.

Temperatur Niederschlag

Ort von bis Monate von bis Monate

Almaty 1923 2000 936 1887 2001 1380
Bajtyk 1915 2001 1044 1915 2001 1044
Bischkek 1928 2000 876 1928 2000 876
Karakol 1879 1996 1416 1885 1996 1344
Kazalinsk 1920 2000 972 1885 1992 1296
Naryn 1915 2001 1044 1924 2001 936
Taschkent 1879 2001 1476 1879 2001 1476

Tabelle 5.3: Längen der untersuchten monatlichen Reihen zentralasiatischer Stationen für Tempera-
tur und Niederschlag.
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ρTT
max Almaty Bajtyk Bischkek Karakol Kazalinsk Naryn Taschkent

Almaty 0,196 0,289 0,123 0,097 0,085 0,153
Bajtyk 0,196 0,262 0,123 0,081 0,069 0,182
Bischkek 0,289 0,262 0,127 0,119 0,087 0,230
Karakol 0,123 0,123 0,127 0,044 0,129 0,098
Kazalinsk 0,097 0,081 0,119 0,044 0,028 0,107
Naryn 0,085 0,069 0,087 0,129 0,028 0,078
Taschkent 0,153 0,182 0,230 0,098 0,107 0,078

Tabelle 5.4: Werte der maximalen Phasensynchronisation ρTT
max zwischenden zentralasiatischen Tem-

peraturreihen, vgl. Abb. 5.18.

5.2.2 Analyseergebnisse

Die Phasensynchronisation der zentralasiatischen Temperatur- und Niederschlagsreihen (siehe
Tab. 5.1-5.3) wurde mit dem in Kap. 5.1.4 dargelegten Verfahren untersucht. Zur Quan-
tifizierung wurde der Index ρ, nach Gl. (5.11, 5.12), gewählt und für die verschiedenen
Kombinationen bis zu Verschiebungen von ±120 Monaten berechnet. Die Höhe der Spitzen
ρmax = max(ρ(s)) im Verlauf von ρ(s) ist ein Maß für die Stärke der Phasensynchronisation,
sofern ρmax an einer plausiblen Stelle smax ≈ 0 auftritt. Es wurde ausschließlich die Saison-
bereinigung des Mittelwertes nach Gl. (2.1) verwendet. Da es sieben Stationen sind, gibt es
7(7−1)/2 = 21 Möglichkeiten, die Reihen zu paaren. Die Längen der Reihen, Tab. 5.3, wurden
für die Kombinationen jeweils angepaßt aber maximal gehalten. Die ρ-Werte der Temperatur-
bzw. Niederschlagsreihen sind mit einem hochgestellten Index

”
T“ bzw.

”
N“ gekennzeichnet.

Temperatur

Der Verlauf von ρ(s) ist am Beispiel von Taschkent in der Abb. 5.18 zu sehen. Durchweg
ist eine deutliche Spitze zu erkennen, die belegt, daß in allen Fällen eine ausgeprägte Pha-
sensynchronisation vorliegt. Wegen der monatlichen Auflösung befindet sich das Maximum
an der Stelle s = 0. Bei besserer zeitlicher Auflösung könnte gegebenenfalls eine Verzögerung
sichtbar werden. Die Werte des maximalen Synchronisationsindex sind in Tab. 5.4 angegeben.
In Abb. 5.19 sind sie gegen den Abstand der Stationen aufgetragen. Der Index liegt theore-
tisch zwischen 0 (nicht phasensynchronisiert) und 1 (perfekt phasensynchronisiert), fällt aber
schneller ab als andere Indizes (vgl. Abb. 5.15), weshalb Spitzen stärker heraustreten.

In der Entfernungsabhängigkeit der Phasensynchronisation fällt auf, daß bei ähnlichen Di-
stanzen zwischen den Stationen Phasensynchronisation unterschiedlicher Ausprägung auftritt.
Betrachtet man etwa Almaty (Abb. 5.19, oben rechts), dann ist zu erkennen, daß die Tem-
peraturreihen von Bischkek und Almaty besonders gut phasensynchronisiert sind, während
die Phasensynchronisation der Reihe von Almaty mit denen von Karakol und Naryn eher
schwach ist. Dies läßt sich möglicherweise dadurch erklären, daß Almaty und Bischkek nörd-
lich des Tian-Shan liegen. Unterdessen befindet sich die Station von Karakol im östlichen Teil
des Issyk-Kul-Beckens. Vermutlich schirmt das hohe Gebirge das Klima um Karakol ab. In
Abb. 5.19 ist ferner zu erkennen, daß die Temperaturreihen von Karakol mit denen von fast
allen anderen Stationen schlecht phasensynchronisiert ist. Ähnliches gilt für Naryn, welches
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Abbildung 5.18: Untersuchung der Phasensynchronisation zwischen den monatlichen Temperaturrei-
hen von Taschkent und der anderen sechs zentralasiatischen Stationen. Gezeigt ist
die Abhängigkeit des Index ρ, Gl. (5.11, 5.12), von der Verschiebung um s Monate.
Die jeweiligen Kombinationen sind in den Teilbildern angegebenen. Die erreichten
Maxima ρTT

max sind in Tab. 5.4 aufgeführt.

wiederum im mittleren Naryn-Tal durch hohe Gebirge von den anderen Klimastationen ge-
trennt ist. Die Station von Taschkent liegt rund 600 km von allen anderen berücksichtigten
Stationen entfernt. Dabei variieren die ρmax Werte trotz ähnlicher Distanzen in einem weiten
Bereich. Am besten ist die Temperaturreihe von Bischkek mit der von Taschkent phasensyn-
chronisiert, was sich wahrscheinlich auch mit der gemeinsamen Nordwestlage gegenüber des
Tian-Shan erklären läßt. Etwas kleiner sind die Werte für Taschkent-Bajtyk und Taschkent-
Almaty. Am geringsten ist wieder die Phasensynchronisation mit der Reihe von Naryn. Ein
ähnliches Bild zeigt sich für Kazalinsk, wo die Nuancen wegen der großen Entfernung zu allen
anderen Stationen schwer zu interpretieren sind. Die Reihe von Bajtyk ist wiederum schlech-
ter mit der von Bischkek phasensynchronisiert als Almaty, trotz der zehnfachen Entfernung
(Abb. 5.19, Teilbild

”
Bischkek“). Bajtyk und Bischkek liegen nur 20 km in Luftlinie entfernt,

aber mit einem Höhenunterschied von über 400 m, wohingegen sich die Meßstationen von
Almaty und Bischkek um nur gut 50 m in Ihrer Höhe unterscheiden. Für diese Ergebnisse
scheinen also Höhenlage und Exposition sowie die Lage zum Tian-Shan eine entscheidende
Rolle zu spielen.

Niederschlag

Analog zur Analyse der Temperaturreihen wurden die Niederschlagsreihen der in den Tab. 5.1-
5.3 angegebenen zentralasiatischen Stationen auf ihre Phasensynchronisation mit allen ande-
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Abbildung 5.19: Einfluß der Entfernung zwischen den zentralasiatischen Stationen, deren Tempera-
turreihen auf die maximale Phasensynchronisation ρTT

max untersucht wurden, siehe
Tab. 5.4. Die Entfernung ist logarithmisch aufgetragen, so daß in dieser Darstellung
eine Gerade einem logarithmischen Zusammenhang entspräche. Die Entfernungen
finden sich in Tab. 5.2. Oben links sind alle gewonnenen Werte eingezeichnet und
in den anderen Teilbildern die zu jeweils einer mit den verbleibenden sechs Stationen.
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Abbildung 5.20: Untersuchung der Phasensynchronisation zwischen den monatlichen Niederschlags-
reihen von Taschkent und der anderen sechs zentralasiatischen Stationen. Gezeigt ist
die Abhängigkeit des Index ρ, Gl. (5.11, 5.12), von der Verschiebung um s Monate.
Die jeweiligen Kombinationen sind in den Teilbildern angegebenen. Die erreichten
Maxima ρNN

max sind in Tab. 5.5 aufgeführt.

ren berücksichtigten Niederschlagsreihen hin untersucht. Der Verlauf von ρ(s) ist am Beispiel
von Taschkent in der Abb. 5.20 zu sehen.
Im Vergleich zur Phasensynchronisation der Temperatur ist die der Niederschlagsreihen deut-
lich schwächer ausgeprägt und in manchen Fällen gar verschwindend (Kazalinsk-Karakol,
Kazalinsk-Naryn). Die eindeutigen Maxima befindet sich jedoch wieder bei s = 0. Es tritt
also keine Zeitverzögerung auf; falls doch dann ist sie kleiner als ein Monat.
Die Werte des maximalen Synchronisationsindex ρNN

max sind, falls erkennbar, in Tab. 5.5 an-
gegeben. In Abb. 5.21 sind sie halb-logarithmisch gegen den Abstand der Stationen aufge-
tragen. Bei einer umfangreicheren ähnlichen Untersuchung an täglichen Niederschlagsreihen
des Elbe-Einzugsgebietes wurde ein logarithmischer Zusammenhang gefunden, siehe Kap. 5.3.

Ähnlich den Resultaten für die Temperaturreihen sind auch die der Niederschlagsreihen dif-
ferenziert. Der Niederschlag bei Almaty, Bischkek und Bajtyk gehören zu den besser phasen-
synchronisierten Reihen, während die ρmax-Werte für Karakol und besonders Naryn kleiner
sind. Da die Werte beim Niederschlag generell niedriger sind, ist bei den am weitesten ent-
fernt liegenden Stationen Kazalinsk-Karakol und Kazalinsk-Naryn überhaupt keine Phasen-
synchronisation im Niederschlag zu finden. Obwohl bei Kazalinsk-Almaty, die ähnlich weit
entfernt liegen wie Kazalinsk-Naryn, sehr wohl Phasensynchronisation auftritt, auch wenn
sie sehr schwach ist. Das Gesamtbild aber unterscheidet sich nicht besonders von dem der
Temperaturreihen, vgl. Abb. 5.21 mit 5.19.
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Abbildung 5.21: Einfluß der Entfernung zwischen den zentralasiatischen Stationen, deren Nieder-
schlagsreihen auf die maximale Phasensynchronisation ρNN

max untersucht wurden, sie-
he Tab. 5.5. Die Entfernung ist logarithmisch aufgetragen, so daß in dieser Darstel-
lung eine Gerade einem logarithmischen Zusammenhang entspräche. Die Entfernun-
gen finden sich in Tab. 5.2. Oben links sind alle gewonnenen Werte eingezeichnet
und in den anderen Teilbildern die zu jeweils einer mit den verbleibenden sechs
Stationen. Zwischen Karakol und Kazalinsk sowie zwischen Naryn und Kazalinsk
konnte keine Phasensynchronisation in den Niederschlagsreihen festgestellt werden.
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ρNN
max Almaty Bajtyk Bischkek Karakol Kazalinsk Naryn Taschkent

Almaty 0,088 0,134 0,028 0,018 0,034 0,050
Bajtyk 0,088 0,141 0,037 0,023 0,042 0,044
Bischkek 0,134 0,141 0,044 0,028 0,035 0,061
Karakol 0,028 0,037 0,044 - 0,035 0,017
Kazalinsk 0,018 0,023 0,028 - - 0,022
Naryn 0,034 0,042 0,035 0,035 - 0,024
Taschkent 0,050 0,044 0,061 0,017 0,022 0,024

Tabelle 5.5: Werte der maximalen Phasensynchronisation ρNN
max zwischen den zentralasiatischen Nie-

derschlagsreihen. Bei den mit
”
-“ gekennzeichneten Fällen war kein signifikantes Maxi-

mum zu erkennen, vgl. Abb. 5.20.

Niederschlag und Temperatur

Weiterhin wurde, bezugnehmend auf die Diagrammdarstellung aus [77] (darin S. 66, Abb. 40
und 41), die Phasensynchronisation der beiden verschiedenen meteorologischen Größen Tem-
peratur und Niederschlag jeweils derselben Klimastation (Tab. 5.1) untersucht. Die Ergebnisse
für ρNT(s) sind in der Abb. 5.22 dargestellt. Grob betrachtet ist der Index noch kleiner als
zwischen zwei Niederschlagsreihen. Am stärksten ist dabei der Zusammenhang bei der Sta-
tion Karakol zu erkennen (ρNT

max = 0,025), etwas schwächer auch bei Naryn (ρNT
max = 0,023)

und Taschkent (ρNT
max = 0,015). Mit gutem Willen lassen sich auch bei Almaty und Bajtyk

Spitzen der Höhe ρNT
max ≈ 0,020 erkennen. Dem entgegen ist bei Kazalinsk und Bischkek eine

Phasensynchronisation von Temperatur und Niederschlag auszuschließen. Es ist auffällig, daß
Naryn und Karakol höher gelegene Stationen sind. Offensichtlich scheint sich – auf Grund
der unterschiedlichen Wirksamkeit der Wetterlagen – im Tian-Shan bzw. Issyk-Kul-Becken
die Witterung (Niederschlag und Temperatur) gegenläufig phasensynchron zu verhalten (vgl.
Abb. 5.1), während dies im Vorland (Kazalinsk und Bischkek) nicht der Fall zu sein scheint.
Dies ist konsistent mit dem Beispiel von Oxford und Wien in Abb. 5.11, wo die Temperatur-
und Niederschlagsreihen des hoch gelegenen Wien besser phasensynchronisiert sind als die
von Oxford. Es sei daran erinnert, daß die Analyse der Phasensynchronisation im Gegensatz
zur Kreuzkorrelationsfunktion nur positive Werte liefert, auch wenn möglicherweise Antikor-
relationen vorliegen.
Diese Erkenntnisse können Relevanz für die Situation in Zentralasien haben. Dort besteht
erhöhtes Konfliktpotential, wenn niederschlagsarme Epochen besonders heiß sind und viel
Wasser gebraucht wird, oder umgekehrt, wenn in niederschlagsreichen Jahren ein Überschuß
an Wasser besteht, das im Winter zur Energiegewinnung abgelassen werden muß, was wie-
derum zu Überschwemmungen führen kann [78].

Resumee

Folgende Ergebnisse lassen sich für die Analyse der Phasensynchronisation zwischen den be-
trachteten Temperatur- und Niederschlagsreihen aus Zentralasien festhalten:

1. Die Temperaturreihen sind in ihren Phasen deutlich stärker synchronisiert als die Nie-
derschlagsreihen.
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Abbildung 5.22: Ergebnisse der Phasensynchronisation zwischen Niederschlags- und Temperaturrei-
hen je derselben Klimastation (angegeben im Teilbild). Es ist aufgetragen der Syn-
chronisationsindex ρ, Gl. (5.11, 5.12), gegen die Verschiebung um s Monate.

2. Der Abstand zwischen den Klimastationen ist maßgeblich für die Ausprägung der Pha-
sensynchronisation. Die Resultate sind darüber hinaus sehr differenziert, wobei die Ex-
position und die Höhenlage eine große Rolle zu spielen scheinen.

• eher starke Phasensynchronisation zu anderen Reihen:
Bischkek und Almaty (nördliche Gebirgsrandlage)

• eher schwache Phasensynchronisation zu anderen Reihen:
Karakol (im Issyk-Kul-Becken) und Naryn (im Tian-Shan)

3. Die Phasensynchronisation beider Klimaelemente an einem Ort ist schwach, manchmal
verschwindend, und bei den höher gelegenen Standorten deutlicher zu erkennen.

Zwischen den zentralasiatischen Stationen tritt also Phasensynchronisation bei Temperatur
und Niederschlag auf. Insbesondere zwischen den Temperaturreihen ist dies bis zur Klima-
station von Kazalinsk nachzuweisen, die rund 1 000 km von den anderen Standorten entfernt
liegt. Gleichzeitig stellt sich die Frage, wie es dazu kommt, daß Temperatur und Niederschlag
an einem Ort (vor allem Karakol bzw. Naryn) synchron verlaufen und weshalb es am stärksten
bei den intramontanen Standorten zu erkennen ist.
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Abbildung 5.23: Standorte der meteorologischen Stationen (Kreuze), deren tägliche Niederschlags-
reihen analysiert wurden. Das gezeigte Gebiet stellt den überwiegend ostdeutschen
Teils des Elbe-Einzugsgebietes dar. Die Reihen decken den Zeitraum 1951 bis 2000
(18250 Tage) ab. Zur besseren Orientierung wurden als Kreise die größten Städte ein-
gezeichnet. Bei jenen Stationen, die ein Quadrat tragen, ist die Phasensynchronisati-
on der Niederschlagsreihen um einen Tag von Nordwesten nach Südosten verzögert.

5.3 Niederschlag im Elbe-Einzugsgebiet

Für die Temperatur- und Niederschlagsreihen der ausgewählten Klimastationen in Zentrala-
sien wurde die Phasensynchronisation analysiert. Es zeigt sich, daß die Reihen unterschiedlich
stark miteinander phasensynchronisiert sind, wobei der Abstand zwischen den Stationen eine
wesentliche Rolle spielt. Hier wird anhand eines umfangreichen Datenpaketes von Nieder-
schlagsreihen genauer analysiert, welchen Einfluß die Entfernung auf die Ausprägung der
Phasensynchronisation für den Fall von Niederschlag hat. Darüber hinaus werden die Kor-
relationskoeffizienten als Maxima der Kreuzkorrelationsfunktionen berechnet und mit den
Resultaten der Analyse von Phasensynchronisation in Beziehung gesetzt. Auf diese Weise
können die Unterschiede zwischen beiden Verfahren besser verstanden werden.
In diesem Abschnitt wird also die beschriebene Methode zur Untersuchung von Phasensyn-
chronisation verwendet, um tägliche Niederschlagsreihen systematisch zu untersuchen. Sie
wurden im Zeitraum 1951-2000 an 317 Meßstationen im überwiegend ostdeutschen Teil des
Elbe-Einzugsgebietes gemessen, vgl. Abb. 5.23. Das Untersuchungsgebiet ist mit einer Aus-
dehnung von bis zu 450 km um einen Faktor 2-3 kleiner als das von Zentralasien, dafür aber
räumlich besser mit Stationen abgedeckt. Von jeder Station wurde die volle Datenlänge,
nämlich 18 250 Werte, verwendet. Die Niederschlagsreihen wurden mittels Gl. (2.1) saison-
bereinigt, um keine triviale Phasensynchronisation zu finden (siehe Diskussion in Kap. 5.1.4
und [184]).

Zur Analyse der Phasensynchronisation wird auch hier wieder die Hilbert-Transformation ver-
wendet. Das Verfahren aus Kap. 5.1.4 wird am Beispiel der Niederschlagsreihen von Oranien-
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Abbildung 5.24: Extrahierte Phasen und deren Verwendung zur Quantifizierung der Phasensynchro-
nisation am Beispiel der Niederschlagsreihen von Oranienbaum und Güssefeld (Elbe-
Einzugsgebiet), siehe auch Abb. 5.25b)+e). a) fortlaufende Phasen φt, b) Phasendif-
ferenz ϕt, c) zyklische Phasendifferenz ψt (Synchrogramm) in Einheiten von 2π und
d) Histogramm der ψt, das die Wahrscheinlichkeit wiedergibt, eine Phasendifferenz
in der l-ten Klasse zu finden, hier M = 100 als Punkte.

baum und Güssefeld illustriert. Es liefert dann zunächst die Phasen beider Reihen, Abb. 5.24a)
und deren Phasendifferenz, Abb. 5.24b). Betrachtet man die zyklische Phasendifferenz, dann
wird eine ungleichmäßige Verteilung der instantanen Phasendifferenz deutlich, Abb. 5.24c),
die sich in einem Histogramm, Abb. 5.24d), besser sichtbar machen läßt. Die Shannon-
Entropie des Histogramms liefert den Phasensynchronisationsindex ρ. Sollten im Synchro-
gramm (Abb. 5.24c)) horizontale Streifen auftreten (was hier nicht der Fall ist), so würde dies
auf n : m-Synchronisation (mit n 6= m) oder Modulation hindeuten (Kap. 6.3.4 in [170]).

In Abbildung 5.25 sind die ρ(s)- und C×(s)-Kurven für drei Beispiele gezeigt. Stets tritt ein
scharfes Maximum auf und schnell abfallende Werte für große Verschiebung. Bei ca. |s| > 15
sind sie praktisch Null. Wieder wird die Höhe dieser Spitzen als Maß für die Stärke der
Phasensynchronisation (ρmax) und Kreuzkorrelation (C×,max) betrachtet und für weitere Un-
tersuchungen verwendet. Abb. 5.25 zeigt, daß die Werte in einem weiten Bereich variieren und
daß die Distanz zwischen den jeweils zwei Niederschlagsstationen einen maßgeblichen Einfluß
hat.

Soll die Phasensynchronisation für alle möglichen Paare von Niederschlagsreihen analysiert
werden, dann hat man (317 · 317 − 317)/2 = 317(317 − 1)/2 = 50086 Kombinationen, vgl.
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Abbildung 5.25: Analyse von Phasensynchronisation und Kreuzkorrelation einzelner Niederschlags-
reihen von Stationen des Elbe-Einzugsgebietes: a)-c) Ergebnisse der Phasensyn-
chronisation ρ(s) (obere Reihe) und d)-f) Ergebnisse der Kreuzkorrelationsfunktion
C×(s) (untere Reihe), aufgetragen gegen die Verschiebung um s Tage. Es handelt
sich um die Stationen a)+d) Loburg und Genthin (29,6 km), b)+e) Oranienbaum
und Güssefeld (124,4 km), siehe auch Abb. 5.24, sowie c)+f) Wernigerode (Hassero-
de) und Brocken (9,2 km).

z.B. Tab. 5.2. Die Berechnung wurde für alle Paare durchgeführt und mittels Verschiebung
der Wert der optimalen Phasensynchronisation ρmax gesucht. Dies ist bei täglicher Auflösung
erforderlich, da die Ausbreitung von Wetterlagen eine Verzögerung verursachen kann. In den
meisten Fällen liegt die maximale Phasensynchronisation ρmax bei s = 0 und nur bei 238
Paaren (0,4 %) befindet sich das Maximum bei s = ±1. Erwartungsgemäß liegen diese Sta-
tionen weit voneinander entfernt, überwiegend zwischen 300 km und 500 km (Abb. 5.26a)).
Eine durchschnittliche Ausbreitungsgeschwindigkeit der Niederschlagswitterung beträgt also
mindestens 400 km/12 h = 33 km/h. In Abb. 5.23 sind jene Stationen hervorgehoben, bei de-
nen eine solche Verzögerung auftritt. Sie liegen am nordwestlichen bzw. südöstlichen Rande
des betrachteten Gebietes, wobei der Niederschlag im letzteren Bereich verzögert ist. Folglich
verläuft die mittlere Ausbreitung der Niederschlagswitterung von der Küste zum Inland.
Neben der Phasensynchronisation wurde auch die Kreuzkorrelation nach den Gl. (5.14, 5.15)
analysiert, siehe Abb. 5.25. Wieder wird der höchste Wert für die Kreuzkorrelationsfunktion
C×,max meistens bei s = 0 gefunden und nur in 129 Fällen (0, 3%) bei s = ±1, wobei sich
diese Stationen weitgehend mit den entsprechenden der Analyse von Phasensynchronisation
decken, siehe auch Abb. 5.26b).

Um die Rolle des Raumes besser zu verstehen, wurden als Nächstes die Abstände Di,j zwi-
schen den Stationen mit den Indizes i und j berücksichtigt. In Abb. 5.26a) sind die Werte
ρi,j
max für alle Kombinationen (i, j) (mit 1 ≤ i < j ≤ 317) gegen die zugehörige Distanz

aufgetragen. Wie erwartet nimmt die Stärke der Phasensynchronisation mit dem Abstand
ab. Es handelt sich um eine halb-logarithmische Auftragung in der eine Gerade einem lo-
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Abbildung 5.26: Einfluß der Distanz Di,j zwischen den Niederschlagsreihen der Stationen (i, j) auf
die maximale Phasensynchronisation und die maximale Kreuzkorrelation. Es sind
alle 50 086 Werte dargestellt, wobei jeder Punkt den Maximalwert zwischen zwei
Stationen repräsentiert. a) Für die maximale Phasensynchronisation ρi,j

max ist zusätz-
lich ein logarithmischer Fit als gerade Linie eingezeichnet. 238 (0,4%) aller Paare
erreichen die maximale Phasensynchronisation bei s = ±1Tag (blau). b) Für die
maximale Kreuzkorrelation C i,j

×,max ist ein exponentieller Fit durch die Daten als
durchgezogene Linie eingezeichnet. 129 (0,3 %) Paare erreichen die maximale Pha-
sensynchronisation bei s = ±1Tag (rot).

garithmischen Zusammenhang entspricht. Die gestreckte Struktur in dieser Darstellung läßt
auf eine gute Übereinstimmung schließen, so daß eine Ausgleichsgerade angepaßt wurde mit
ρ(D) = −0,06 ln(D) + 0,41. Dies führt zu einer mittleren maximalen Reichweite – der Ab-
stand, für den ρ verschwindet (ρ(Dmax) = 0) – von ungefähr 650 km.
Andererseits nimmt die Stärke der Kreuzkorrelationen exponentiell ab (Abb. 5.26b)). Hier
führt das Anfitten zu C×(D) = 0,83 exp(−0,004D). In diesem Fall sind die Achsen umgekehrt
halb-logarithmisch skaliert, so daß wegen der logarithmischen C i,j

×,max-Achse keine mittlere
maximale Reichweite existiert (C×(D) > 0). Es sei zudem angemerkt, daß die Regression bei
kleinen Abständen unterhalb von ca. 50 km schlechter paßt, weshalb es sich hierbei um eine
Art Crossover der räumlichen Korrelationen handelt.

Die Tatsache, daß für die Entfernungsabhängigkeit von ρmax und C×,max verschiedene An-
passungsfunktionen verwendet werden, wirft Fragen auf. Für die Phasensynchronisation hat
man eine endliche mittlere Reichweite, oberhalb derer sich für immer weniger Stationen Pha-
sensynchronisation zwischen den Niederschlagsreihen nachweisen läßt – theoretisch auf Basis
der vorliegenden Daten. Im Gegensatz dazu gibt es zwischen dem Fit der Kreuzkorrelationen
und der Nullachse keinen Schnittpunkt, so daß die mittlere Reichweite gegen unendlich geht.
Wie kommt es zu diesem entscheidenden Unterschied? Ein naheliegender Aspekt sind die
Unterschiede in der Natur der beiden Methoden. Bei der Kreuzkorrelationsfunktion kommen
Amplituden und Phasen undifferenziert zur Geltung, wobei die Methode zur Analyse von
Phasensynchronisation ausschließlich die Phasen berücksichtigt (vgl. Kap. 5.1.4). Ein anderer
Erklärungsansatz könnten die Eigenschaften des Index ρ sein, vgl. Gl. (5.14, 5.15). Er basiert
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auf der Shannon-Entropie, die ihrerseits den Logarithmus enthält. Möglicherweise sähe es an-
ders aus, wenn man den Index γ, Gl. (5.13), verwenden würde, vgl. Abb. 5.15. Leider konnte
dies noch nicht verifiziert werden.
Neben der Abstandsabhängigkeit wurde eine sehr schwache Richtungsabhängigkeit (Winkel
zwischen den Stationen mit den Indizes i und j) der Residuen ρi,j

max − ρ(Di,j) und C i,j
×,max −

C×(Di,j) gefunden. Der Einfluß der Richtung ist konsistent mit der Verzögerung der Pha-
sensynchronisation und Kreuzkorrelation (Abb. 5.23 und 5.26). Kombinationen in SW-NO-
Richtung haben leicht erhöhte Werte.
Vergleicht man die Höhe der Spitzen in den ρ(s)- und C×(s)-Kurven für die Paare (i, j) ohne
den Abstand zu berücksichtigen, dann findet man einen starken positiven Zusammenhang,
d.h. wo die Kreuzkorrelationsfunktion ein hohes Maximum aufweist, hat die Analyse der Pha-
sensynchronisation auch eher ein hohes Maximum. Etwas anders sieht das Bild aus, wenn man
die Fits abzieht und die Residuen gegeneinader aufträgt (nicht gezeigt). Dann spaltet sich die
Punktwolke in zwei Äste auf.

Die hier vorgestellten Ergebnisse sind in großen Teilen vereinbar mit früheren Resultaten, wie
sie sich in der Literatur finden, abgesehen von der Tatsache, daß hier die Methode zur Un-
tersuchung von Phasensynchronisation zum Einsatz kam. Fraedrich und Schönwiese 2002 [72]
berichten von langreichweitigen räumlichen Korrelationen ähnlich den hier vorgestellten. Da-
bei wurden für die Niederschlagsreihe von Frankfurt am Main die Korrelationskoeffizien-
ten mit den Reihen umliegender 250 Stationen berechnet. Die Autoren finden eine lineare
Abhängigkeit und beschreiben eine geringe Repräsentativität, also ein schnelles Abfallen der
Korrelationen mit dem Abstand der Stationen. Im Gegensatz dazu fallen die räumlichen Kor-
relationen für die Temperaturreihe von Helsinki (Finnland) mit denen von umliegenden 182
Stationen viel langsamer mit der Distanz ab (hohe Repräsentativität). Obwohl die Koeffizi-
enten bei 4 000 km schon negativ sind, werden sie bei ca. 7 000 km wieder positiv [136], was
üblicherweise als

”
Teleconnections“ (Fernverbindungen) bezeichnet wird.

Die räumlichen Korrelationen und das sogenannte Variogramm werden von Bacchi und Kot-
tegoda 1995 [7] in Beziehung gesetzt. Das (räumliche) Variogramm basiert, anders als die

Kreuzkorrelationsfunktion, auf Differenzen: Γ(τ
(1)
i , τ

(2)
i ) = 〈(τ (1)

i − τ (2)
i )2〉. In gewisser Wei-

se ähnelt es der konventionellen Fluktuationsanalyse (Kap. 2.1 und 2.2.1), nur daß hier die
Werte zwei verschiedener Reihen subtrahiert werden (s = 0) und daß nach dem Mitteln nicht
mehr die Wurzel gezogen wird. Theoretischen Modellen entsprechend steigt Γ zunächst mit
der Entfernung der Stationen, um dann einen asymptotischen Wert anzunehmen. In Bezug
auf Niederschlag finden Bacchi und Kottegoda 1995 [7], daß sich Gebirge und Höhenlagen
schwächend auf die räumlichen Korrelationen auswirken. Skøien u. a. 2003 [197] untersuchen
die charakteristischen Raum-Zeit-Skalen in der Hydrologie anhand einer großen Anzahl von
Meßstationen in Österreich. In den räumlichen Variogrammen werden dabei keine charakteri-
stischen Skalen für den Niederschlag gefunden. Das Variogramm erreicht bis ca. 700 km kein
Plateau.

Zum Thema Synchronisation im Klima wären zwei Arbeiten zu nennen. Duane 1997 [56] zeigt,
daß die Synchronisation in zwei semiautonomen gekoppelten Subsystemen aus Differential-
gleichungen nicht von der zeitlichen Verzögerung aufgrund der räumlichen Trennung zerstört
wird. Der Artikel von Lunkeit 2001 [133] wurde bereits eingangs erwähnt. Die Autoren unter-
suchen ein atmosphärisches globales Klimamodell und kommen zu der Schlußfolgerung, daß
Synchronisation ein wichtiger Mechanismus der klimatischen Variabilität sein kann.
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5.4 Diskussion

Die Methode zur Analyse von Phasensynchronisation wurde erfolgreich auf verschiedene kli-
matische Reihen angewendet. Für das eingangs vorgestellte Beispiel der täglichen Klimareihen
von Oxford und Wien wurde sowohl zwischen den Temperatur- und Niederschlagsreihen bei-
der Meßstationen als auch zwischen beiden Elementen an einem Ort signifikante Phasensyn-
chronisation gefunden. Unter Umständen kann sich eine Wechselbeziehung in der Phasensyn-
chronisation besser erkennen lassen als mittels der Kreuzkorrelationsfunktion. Bei der etwas
detailierteren Studie von monatlichen Temperatur- und Niederschlagsreihen zentralasiatischer
Klimastationen zeigt sich eine stärkere Phasensynchronisation zwischen den Temperaturrei-
hen als zwischen den Niederschlagsreihen. Allgemein hängt ihre Ausprägung von dem Abstand
zwischen den Stationen ab, speziell spielen aber Exposition und Höhenlage eine große Rolle.
Fast isoliert sind dabei die Meßstationen von Karakol im Issyk-Kul-Becken und von Naryn
im Tian-Shan. Die Phasensynchronisation beider Klimaelemente an einem Ort ist schwach
und nicht immer gegeben, allerdings bei den höher gelegenen Standorten deutlicher zu er-
kennen. Die umfangreiche systematische Analyse von täglichen Niederschlagsreihen aus dem
Elbe-Einzugsgebiet offenbart auf Distanzen bis 400 km einen logarithmischen Zusammenhang
zwischen der Phasensynchronisation (Index ρ) und dem Abstand zwischen den Klimastatio-
nen. Dies führt zu einer endlichen mittleren Reichweite in der Phasensynchronisation. Im
Gegensatz dazu zeigt sich bei den Korrelationskoeffizienten eine exponentielle Abhängigkeit
mit divergierender mittlerer Reichweite. Diese Diskrepanz bestärkt die Vermutung, daß die
Methode zur Untersuchung von Phasensynchronisation in der Tat andere Information über
das Wechselspiel der Witterung zwischen verschiedenen Orten liefert.

Die verwendete Methode stammt ursprünglich aus dem Bereich der nicht-linearen Dynamik
und kommt in den letzten Jahren verstärkt bei der Charakterisierung von Phasensynchroni-
sation in biologischen Systemen zum Einsatz. Die pragmatische Übertragung der Methode
auf Klimazeitreihen bedarf also auch einer kritischen Reflexion.
Vereinfacht ausgedrückt beschreibt die Phase den gegenwärtigen

”
Zustand“ eines schwingen-

den Systems bzw. Oszillators. Sie besagt wie er ansteigt, abfällt, wann der Nulldurchgang
vollzogen und die maximale Auslenkung erreicht wird. Jedoch wird ihre Definition um so
unklarer je unregelmäßiger sich das betrachtete System verhält. Dann wird die Extraktion
der Phasen zur kritischen Frage. Für chaotische oder verrauschte Oszillatoren [179] stellt
die Hilbert-Transformation ein elegantes Werkzeug dar, das sich zur Berechnung instanta-
ner Phasen etabliert hat. Ihre Anwendung auf stochastische Prozesse wie (langzeit)korrelierte
Zufallsreihen ist umstritten. Wie gezeigt wurde, werden Schwingungen verschiedener Wel-
lenlänge unterschiedlich häufig mittels der −π/2-Verschiebung der Hilbert-Transformation
identifiziert. Dabei sind besonders kurze oder lange Schwingungen selten, weshalb es sich um
eine Art Filter handelt. Simulationen zu diesem Sachverhalt konnten in dieser Arbeit leider
noch nicht vorgestellt werden. Eine Option, dem Einwand zu entgegnen, ist ein vorheriges
Filtern, so daß die untersuchten Reihen eine schmale Bandbreite haben. Für die Anwendung
auf klimatische Zeitreihen bleibt aber die Voraussetzung von Stationarität. Dieser Einfluß
müßte auch mittels künstlicher Zufallszahlen untersucht werden.

Die wesentliche methodologische Errungenschaft in dieser Arbeit ist das Einführen der Ver-
schiebung s. Sie ist kontraintuitiv, da man bei der Phasensynchronisation erwartet, daß sich
eine Verschiebung in einer Änderung der Phasendifferenz äußert. Zwei Sinusschwingungen
gleicher Frequenz ändern sich nicht in ihrer Phasensynchronisation wenn sie gegeneinander
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verschoben werden, nur der Wert der Phasendifferenz variiert. Anders sieht es bei stochasti-
schen Prozessen aus. Hier hat jede Reihe ein charakteristisches unregelmäßiges Muster, das
wie ein Schlüssel zum Schloß paßt, wenn die Reihen korrekt gegeneinander verschoben sind.
Dieses Konzept wird seit der Veröffentlichung von [184] bereits verschiedentlich aufgegriffen
[86, 154, 41].
Cimponeriu u. a. 2004 [43] untersuchen die Verzögerung von gekoppelten Oszillatoren (siehe
auch [83]). Wie eingangs angesprochen, unterscheiden sie sich deutlich von den Zufallsreihen,
die in diesem Kapitel analysiert wurden. Dabei finden die Autoren, daß eine Verzögerung nur
gemessen werden kann, wenn das System verrauscht oder chaotisch ist.

Die Größe s wird analog zu ihrer Funktion bei der Kreuzkorrelationsfunktion eingeführt,
siehe z.B. [83]. Die Unterschiede zwischen der Analyse von Phasensynchronisation und der
Kreuzkorrelationsfunktion konnten bisher hauptsächlich aus Mangel eines geeigneten Modells
noch nicht besser ausgearbeitet werden. Aber auch so bleiben genug Fragen zum vorgestellten
Verfahren. Die fortlaufenden Hilbertphasen scheinen sich in ihren Autokorrelationen bis auf
einen linearen Trend asymptotisch wie eine kumulierte Reihe zu verhalten, mit α + 1. Aber
wie sieht es mit der Verteilung und den Autokorrelationen der Amplituden aus? Sind die Pha-
sen tatsächlich unabhängig von den Amplituden? Zumindest die Kreuzkorrelationsfunktion
zwischen instantanen Phasen wird von Chen u. a. 2005 [41] diskutiert.

Synchronisation impliziert eigentlich immer eine Aktivität. Zwei Uhren werden durch einen
Akteur synchronisiert oder laufen aufgrund einer Wechselwirkung synchron. Im Gegensatz
dazu ist mit Synchronisation in diesem Kapitel immer die Messung von Synchronisation ge-
meint, also die Quantifizierung wie ähnlich die Uhren laufen. Dabei wird keine Erkenntnis
über die Kausalität gewonnen. Kaufmann und Stern 1997 [116] weisen darauf hin, daß die
konventionelle Korrelationsanalyse nicht zeigt, ob ein gefundener Zusammenhang zufällig ist
oder ob die

’
abhängige Reihe‘ bedeutend von der

’
unabhängigen Reihe‘ abhängt. Bei Tests

auf die sogenannte Granger-Kausalität [87] prüft man, ob vergangene Werte der Reihe τ (1)

statistisch aussagekräftige Information über die aktuellen Werte der Reihe τ (2) enthalten, die
nicht in vergangenen Werten von τ (2) enthalten sind. Die Reihe τ (1) wirkt also Granger-kausal
auf die Reihe τ (2), wenn vergangene Werte von τ (1) nicht in vergangenen τ (2) enthaltene In-
formation über die gegenwärtigen τ (2) haben. Leider beruht der entsprechende Test nur auf
autoregressiven Modellen, weshalb er bei langzeitkorrelierten Reihen nicht anwendbar ist.
Obwohl sie nicht geprüft wurden, ist aus Plausibilitätsgründen bei den oben dargelegten Er-
gebnissen von kausalen Zusammenhängen auszugehen.
In Kapitel 2 werden die Langzeitkorrelationen innerhalb einer Reihe beschrieben – also Au-
tokorrelationen. Sie lassen sich bei Klimazeitreihen zuverlässig mit der DFA quantifizieren
[120]. Es ist also naheliegend, auch im bivariaten Fall nach Langzeitkorrelationen zu suchen.
In Abbildung 5.15 wurde bereits gezeigt, daß es zwischen zwei Reihen theoretisch Langzeit-
korrelationen geben kann. Die direkt berechnete Kreuzkorrelationsfunktion hat allerdings die
gleichen Probleme wie die Autokorrelationsfunktion (siehe z.B. [39]). Bei großen Skalen be-
ginnt sie bald, um Null zu fluktuieren, so daß der Kreuzkorrelations-Exponent γ× bei den re-
levanten Skalen nicht bestimmt werden kann. Außerdem werden die Ergebnisse durch Trends
verfälscht, was auch für das Kreuzspektrum gilt.

Eine interessante Fortführung dieser Arbeit ist die Verwendung der gewonnenen Phasensyn-
chronisationsindizes und Korrelationskoeffizienten der Elbe Niederschlagsdaten (Kap. 5.3) zur
Konstruktion eines Netzwerkes. Dabei stellen die Meßstationen Knoten dar, die sukzessiv ver-
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knüpft werden in der Reihenfolge der Stärke von Phasensynchronisation oder Kreuzkorrelation
nach Abzug der jeweiligen Abstandsabhängigkeit. Tsonis und Roebber 2004 [211] haben auf
diese Art und Weise globale, gerasterte, monatliche 500 hPa-Reihen mittels Korrelationskoef-
fizienten untersucht. Die 500-hPa-Fläche gibt an, auf welcher Höhe (über NN) ein Druck von
500 hPa herrscht (etwa 5 500 m). Die so konstruierten Netzwerke sind natürlich unregelmäßig
und man kann ihre statistischen Eigenschaften studieren [198]. Für die Druckdaten wurden
zwei ineinander verwobene Unternetzwerke gefunden [211], eines in den Tropen und eines in
den höheren Breiten, wobei das der Tropen die beiden Hemisphären verbindet (andere Bei-
spiele von Netzwerken aus Zeitreihen: [18, 161, 103, 9]). Es stellt sich also die Frage, welche
Eigenschaften ein Netzwerk des Niederschlages im regionalen Elbe-Einzugsgebiet hat und wie
es bei globalen Temperaturreihen aussieht.
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6 Zusammenfassung

In dieser Arbeit habe ich mit Methoden der statistischen Physik die Eigenschaften persisten-
ter klimatologischer Zeitreihen untersucht, die Rückschlüsse auf die Systemdynamik erlauben.
Der erste Schwerpunkt lag dabei auf den Auswirkungen von Langzeitkorrelationen. Die Ana-
lysen und theoretischen Betrachtungen haben belegt, daß Langzeitkorrelationen zu einem
häufigeren Auftreten auch größerer Anstiege in den Zeitreihen führen. Dadurch wurde die
Vermutung quantitativ bestätigt, daß Langzeitkorrelationen trendähnlich wirken können.

Das Vorkommen von Langzeitkorrelationen habe ich mittels der Trendbereinigenden Fluktua-
tionsanalyse in Temperaturreihen eines tausendjährigen Simulationslaufes mit historischen
Antrieben (Forcings) im Vergleich zu gemessenen Temperaturdaten bestimmt. In dem räum-
lich aufgelösten globalen Klimamodell werden die zeitlichen Skaleneigenschaften in großen
Bereichen gut reproduziert. Dabei zeigen sich selbst an sehr kontinentalen Standorten noch
ausgeprägte Langzeitkorrelationen, was im Gegensatz zu früheren Arbeiten anderer Grup-
pen steht. Bei der gleichen Analyse eines langen Kontrollaufes fällt die Langzeit-Persistenz
deutlich schwächer aus, was die Bedeutung der Antriebe verdeutlicht.

Vor dem Hintergrund der Langzeitkorrelationen in klimatologischen Reihen formuliert sich in
Anbetracht der Ähnlichkeit von Langzeitkorrelationen und Trends ein weiterer Fokus meiner
Arbeit, nämlich die Trenderkennung beim Vorliegen dieser speziellen Persistenzen. Dabei ha-
be ich zwei sehr unterschiedliche Strategien verfolgt.
Einerseits habe ich den Vergleich aus trendbereinigender und konventioneller Fluktuations-
analyse für ein neues Verfahren genutzt, um den Temperaturanstieg innerhalb zentralasiati-
scher Temperaturreihen zu quantifizieren. Dabei konnte ein signifikanter Trend belegt wer-
den. Andererseits dient mir eine Statistik aus Mittelwerten und ihren Differenzen dazu, die
Erwärmung der nördlichen Hemisphäre seit dem neunzehnten Jahrhundert auf Basis der
Rekonstruktionen, die fünfhundert bis zweitausend Jahre in die Vergangenheit reichen, zu
bewerten. Nach dieser Analyse ist es sehr unwahrscheinlich, daß sich die beobachtete Tempe-
raturzunahme mit den natürlichen langzeitkorrelierten Fluktuationen erklären läßt.

Den zweiten Themenschwerpunkt meiner Arbeit bildet die Untersuchung von Niederschlags-
zeitreihen. Sie ist motiviert durch die Vorzüge der modernen Methoden, die zur Überprüfung
früherer Arbeiten angeregt haben. Die Verwendung der multifraktalen Erweiterung der Trend-
bereinigenden Fluktuationsanalyse hat ergeben, daß die komplexen zeitlichen Eigenschaften
des Niederschlags mit nur einem Fluktuationsexponenten nicht vollständig beschrieben wer-
den. Auch wenn das zweite Moment der Niederschlagsreihen asymptotisch nur schwach oder
gar nicht langzeitkorreliert ist, so kann das Korrelationsverhalten wegen der höheren Momente
trotzdem nicht mit weißem Rauschen gleichgesetzt werden.

Im letzten Kapitel habe ich eine Methode zur Untersuchung von Phasensynchronisation aus
dem Bereich der nicht-linearen Dynamik auf klimatologische Fragestellungen übertragen.
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6 Zusammenfassung

Auch wenn sich die Gestalt der Daten bei Oszillatoren und stochastischen Prozessen deutlich
unterscheidet, konnte trotzdem Synchronisation zwischen klimatologischen Reihen festgestellt
werden. Bei den verrauschten Klimazeitreihen zeigt sich in der Phasensynchronisation eine für
Oszillatoren kontraintuitive Verzögerung um einzelne Tage. Mit verschiedenen systematischen
Analysen von Temperatur- und Niederschlagsreihen habe ich untersucht, wie die Ausprägung
von Phasensynchronisation bzw. Kreuzkorrelationen mit dem Abstand der klimatologischen
Stationen abnimmt. Außerdem konnte ich zeigen, daß sich mit dem Verfahren zur Analyse von
Phasensynchronisation im Gegensatz zur Kreuzkorrelationsfunktion statistische Abhängigkei-
ten auch beim Vorliegen dominanter Oszillationen, wie dem Jahresgang, ermitteln lassen.

Im Rahmen dieser Arbeit sind verschiedene neue Fragestellungen aufgekommen, die hier nicht
mehr behandelt werden konnten, aber neue Impulse für die zukünftige Forschung bilden:
(i) Bei den Langzeitkorrelationen der modellierten Temperaturreihen stellt sich die Frage,
welche der verschiedenen Arten von Forcings einen wesentlichen Einfluß ausüben. Mit der
weiteren Analyse differenzierter Simulationsläufe können die Effekte wahrscheinlich besser
erfaßt werden. (ii) Auch die Trendanalyse mittels DFA läßt sich auf eine systematische Stu-
die mit den Reihen weiterer Standorte ausweiten. Als zusätzliche Verbesserung könnte das
sogenannte Schreiber-Verfahren verwendet werden, um auch die Grundverteilung der Reihen
zu modellieren. (iii) Die Methode zur Analyse von Phasensynchronisation hat das Manko, in
gewisser Weise von Trends beeinflußt zu sein. Vielleicht können mit einer skalenabhängigen
Phasenextraktion Trends überwunden werden, was auch den Vorzug hätte, Phasensynchro-
nisation auf verschiedenen Skalen zu erfassen. (iv) Das synchrone Verhalten wie auch die
Korrelationen zwischen Klimareihen verschiedener Stationen lassen sich nutzen, um daraus
ein Netzwerk zu konstruieren, bei dem die Stationen der Ähnlichkeit ihrer Reihen nach ver-
knüpft werden. Mit den gegenwärtig entwickelten Methoden zur Netzwerkanalyse können
dann die raumzeitlichen Eigenschaften des komplexen Klimasystems charakterisiert werden.
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Lipenkov, V. ; Lorius, C. ; Pépin, L. ; Ritz, C. ; Saltzman, E. ; Stievenard, M.: Climate and
atmospheric history of the past 420,000 years from the Vostok ice core, Antarctica. In: Nature 399
(1999), Nr. 6735, S. 429–436

[169] Pettitt, A.N.: A Non-parametric Approach to the Change-point Problem. In: Applied Statistics 28
(1979), Nr. 2, S. 126–135

[170] Pikovsky, Arkady ; Kurths, Jürgen ; Rosenblum, Michael: Cambridge Nonlinear Science Series.
Bd. 12: Synchronization: A Universal Concept in Nonlinear Sciences. Cambridge : Cambridge University
Press, 2001. – ISBN 052153352X

[171] Polygiannakis, J. ; Preka-Papadema, P. ; Moussas, X.: On signal-noise decomposition of time-series
using the continuous wavelet transform: application to sunspot index. In: Monthly Notices of the Royal
Astronomical Society 343 (2003), Nr. 3, S. 725–734

[172] Potter, K.W.: Evidence for Nonstationarity as a Physical Explanation of the Hurst Phenomenon. In:
Water Resources Research 12 (1976), Nr. 5, S. 1047–1052

[173] Press, W.H. ; Flannery, B.P ; Teukolsky, S.A. ; Vetterling, W.T.: Nu-
merical Recipes in C. Cambridge : Cambridge University Press, 1992. – URL
http://www.library.cornell.edu/nr/cbookcpdf.html. – ISBN 0521431085

[174] Rahmstorf, S.: Ocean circulation and climate during the past 120,000 years. In: Nature 419 (2002),
Nr. 6903, S. 207–214

[175] Rangarajan, G. ; Ding, M.: Integrated approach to the assessment of long range correlation in time
series data. In: Physical Review E 61 (2000), Nr. 5, S. 4991–5001

[176] Ritson, D.: Comment on ”Global climate models violate scaling of the observed atmospheric variability”.
In: Physical Review Letters 92 (2004), Nr. 15, S. 159803
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näher gebracht hat. Die Finanzierung der Israel-Aufenthalte ist der Minerva-Stiftung zu ver-
danken.

Ich danke außerdem dem Bundesministerium für Bildung und Forschung für die Finanzierung
des Projektes mit dem Kurztitel

”
Skalenanalyse“, im Rahmen dessen dieses Promotionsvorha-

ben realisiert werden konnte. Unter den Projektpartnern möchte ich in diesem Zusammenhang
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